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В статье исследован вопрос об изменении относительной площади контакта при снижении нагрузки, приложенной к 
стыку шероховатых поверхностей. Изначально рассмотрено внедрение жесткой шероховатой сферы (индентора) в упруго-
пластическое упрочняемое полупространство, а также упругое восстановление отпечатка при разгрузке. При описании уп-
ругопластичного материала использован степенной закон Холломона (Hollomon’s pawer law). Площадь контакта при упругом 
восстановлении определена с учетом эффектов «sink-in/pile-up». Для описания контакта жесткой шероховатой поверхности 
с упругопластическим полупространством использована дискретная модель шероховатой поверхности. Микронеровности 
представлены в виде набора одинаковых сферических сегментов, распределение которых по высоте соответствует опорной 
кривой профиля реальной шероховатой поверхности. При описания опорной кривой использовано распределение неполной бе-
та-функции. Параметры опорной кривой определены через высотные параметры шероховатости согласно стандарту ISO 
4281/1-1997. Получены зависимости безразмерного силового упругогеометрического параметра qF  от относительной вели-

чины внедрения ε  при нагружении и аналогичного параметра qeF  от величины ε∆−ε  
при разгрузке. Показаны зависимости 

относительных площадей контакта η  и eη  от безразмерных нагрузок qF  и qeF  при нагружении и разгрузке для разных зна-

чений экспоненты упрочнения  n  и параметра */ Eyy σ=ε , где yσ – предел текучести, *E – контактный модуль упругости. 

Полученные результаты имеют практическое значение для прогнозирования эксплуатационных показателей неподвижных 
соединений деталей машин на стадии проектирования, в частности при обеспечении герметичности фланцевых соединений и 
затворов сосудов высокого давления.  
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The article deals with the issue of relative area change under decrease of a load applied to the joint of rough surfaces. Indentation 
of a rigid rough sphere (indenter) into elastoplastic hardenable half-space has been considered. Dint elastic recovery under load relief 
has also been considered. When describing elastoplastic material, Hollomon’s pawer law has been used. Contact area in the elastic 
recovery has been defined with taking into account the effects of «sink-in / pile-up». To describe a contact of a rigid rough surface with 
elastoplastic half-space a discrete model of a rough surface has been used. Microroughnesses have been shown as a set of identical 
spherical segments, distribution in altitude of which corresponds to bearing profile curve of a real surface. To describe the bearing 
profile curve, incomplete beta function of distribution has been used. Parameters of the bearing profile curve have been defined by 
means of altitude roughness parameters according to the standard ISO 4281/1-1997. The dependence of the dimensionless force elaso-

geometric parameterqF  on a relative coefficient of indentation ε  under loading and the dependence of analogous parameter qeF  on 

coefficient of ε∆−ε  under load relief have been received. The dependencies of relative contact areas η  and eη  on dimensionless loads 

qF  and qeF  under loading and load relief have been given for various values of the hardening exponent n and the parameter 

*/ Eyy σ=ε  (where yσ  is a yield strength, *E is a contact elastic modulus). The findings are of practical importance for the perfor-

mance prediction of fixed joints of machine elements at the design stage and, in particular, for tightness supply of flange couplings and 
the seals of high pressure vessels. 
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Введение. Многие эксплуатационные свойства со-
единений деталей машин и аппаратов, в том числе гер-
метичность, определяются контактным взаимодействи-
ем шероховатых поверхностей [1]. В большинстве слу-
чаев при контактировании металлических шероховатых 
поверхностей контакт является упругопластическим [2]. 
В ряде недавних работ [3 – 8] для описания упругопла-
стического контакта авторы использовали диаграмму 
кинетического индентирования сферой. Как следует из 
обзора работ [9 – 11], герметизирующая способность 
уплотнительного стыка определяется относительной 
площадью контакта и плотностью зазоров в стыке. Мно-
гокритериальная оптимизация конструкции уплотни-
тельного соединения предполагает такое сочетание их 
конструктивных параметров, чтобы основные требуе-
мые свойства – прочность, герметичность и долговеч-
ность обеспечивались минимальным усилием гермети-
зации, что обеспечит минимальные массогабаритные 
характеристики [12, 13]. С этой точки зрения вызывает 
практический интерес нагружение уплотнительных со-
единений при их сборке повышенным усилием и под-
держание их герметичности более низким усилием, что 
приведет к снижению массогабаритных характеристик. 
Особенно это актуально при проектировании фланцевых 
соединений затворов и сосудов высокого давления. 

Для решения этой задачи необходимо знать, как из-
меняются контактные характеристики, в частности от-
носительная площадь контакта при разгрузке предвари-
тельно нагруженного неподвижного стыка. 

 
Контакт жесткой сферы с упругопластическим 

полупространством. Рассмотрим внедрение жесткой 
сферы (индентора) в упругопластическое упрочняемое 
полупространство и упругое восстановление отпечатка. 

В зарубежной литературе при описании упругопла-
стического упрочняемого материала широко использу-
ется степенной закон Холломона (Hollomon’s pawer 
law): 
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где n – экспонента упрочнения; Eyy σ=ε , yσ  – пре-

дел текучести, E  – модуль упругости. 

Константа epK  определяется из равенства уравне-
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Таким образом, параметры yε  и n  характеризуют 

упрочняемость материала. Значение экспоненты уп-
рочнения n  можно рассчитать по выражению: 
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где uσ – предел прочности (в отечественной техниче-

ской литературе вσ ), uε – относительное удлинение, 

соответствующее uσ . 

 

Рис. 1. Типовая диаграмма кинетического индентирования:   
1 – нагружение, 2 – разгрузка 

При использовании сферического индентора сте-
пень деформации переменна на всем этапе вдавлива-
ния, и первичным результатом такого испытания явля-
ются диаграмма «нагружение – разгрузка» [14] или 
диаграмма кинетического индентирования (рис. 1). 
Согласно данным [3, 7] ветвь нагружения можно опи-
сать выражением: 

1 ,P С hα=     (3) 

а ветвь разгрузки – 
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где 1С  – константа; , mα  – показатели степени. 
Контактная жесткость на начальном участке ветви 

разгрузки: 
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Из диаграммы кинетического индентирования 
следует: 
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В работах [3, 7] параметр m определен также рас-
четным путем: 
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где Rhh mm = , R – радиус сферы; hhc c=2 , ch – 

глубина, на которой происходит контакт индентора с 

материалом под нагрузкой mP . 
Вопрос определения площади контакта при упругом 

восстановлении рассматривался в работе [15], однако 
автором не были учтены эффекты «sink-in / pile-up». 

При нагружении до контактной глубины *
eh  (рис. 2) 

последующее упругое восстановление будет fe hh − , 

аналогично при нагружении до контактной глубины ch  

упругое восстановление будет fm hh − . Сделаем до-

пущение, что имеет место пропорция: 
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При fe hh =  имеем 0* =eh , при me hh =  имеем 

ce hh =* , т. е. граничные условия выполняются.  

 

Рис. 2. Схема упругого восстановления отпечатка при разгрузке сферического индентора 
 

Площадь контакта при восстановлении отпечатка: 

*2 2 eee RhaA π=π= .       (10) 

Контакт жесткой шероховатой поверхности с уп-
ругопластическим полупространством. Воспользуем-
ся дискретной моделью шероховатости, в которой мик-
ронеровности представлены в виде набора одинаковых 
сферических сегментов, распределение которых по вы-
соте соответствует опорной кривой профиля реальной 
поверхности [1]. Для описания опорной кривой исполь-
зуем распределение неполной бета-функции: 
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где ( )qp,εΒ , ( )qp,Β  – соответственно неполная и пол-
ная бета-функции: 

maxmax

max

2

R

R

R

RR

R

R
p pp

q

p −






 −













= , 














−α= 1max

pR

R
q ; (12) 

pR , qR , maxR
 – высотные параметры шероховатости 

согласно стандарту ISO 4281/1–1997. 
В этом случае плотность функции распределения 

неровностей по высоте: 
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где sε  определяется из условия ( ) 1=εϕ sn  [1]. 

Геометрические параметры сферического сегмента: 

высота maxRω , где sε−=ω 1 ; радиус основания ca ; 
радиус: 

max
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R c

ω
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где maxRR>> . 
При упругом контакте зависимость между относи-

тельной величиной внедрения i-ой неровности Rhi  и 
относительным усилием описывается выражением [3]: 
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где *E – контактный модуль упругости. 
Для упругопластического контакта в работах [3, 8] 

использована методика определения Rh  на основе 
подобия деформационных характеристик, однако ее 
применение для распределенных по высоте сфериче-
ских сегментов затруднительно, так как зависимость 
P – h в явном виде не описывается. Поэтому использу-
ем выражение из работы [16], расчеты по которому с 
погрешностью менее 5 % согласуются с результатами 
[3] для 15,00 ≤≤ Rh .  

A
iBepi

R

h
e

RE

P







= −
2* ,        (16) 

где ( )nAA y ,ε= , ( )nBB y ,ε= ; *Eyy σ=ε .  

При использовании выражения (16) для неровно-
стей шероховатой поверхности следует учитывать, что: 
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где ε  – относительное сближение шероховатой по-
верхности и полупространства; u – исходное расстоя-
ние от уровня вершин до вершины i-ой неровности. 

При внедрении жесткой шероховатой поверхно-
сти на величину ε  общее усилие P  определяется 
выражением: 
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где eε
 – относительная граница упругого контакта; 
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 – число вершин в слое du, 
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По данным [3, 4, 8] и с учетом выражения (14): 
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где 613,1=yK  – коэффициент, учитывающий начало 

пластической деформации внутри полупространства 
под вершиной неровности. 

Рассмотрим случай, когда 0→εe . 
Подставляя выражение (20) в (19), имеем: 
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Обозначая: 
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с учетом (15), (16), (18) окончательно получим: 
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Для фактической площади контакта аналогично вы-
ражению (19) имеем: 
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При определении repiA  учитываем, что: 
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По данным [17]: 
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где ( )n,MM yε= , ( )n,NN yε= . 

Для относительной площади контакта cr AA=η  
окончательно получим: 
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Рассмотрим процесс разгрузки для отдельной сфе-
рической микронеровности. В соответствие с выраже-
нием (4) имеем: 
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Для приближенных расчетов можно принять 
5,1≈im . 

Учитывая, что: 

ifii whh 0=− ,         (31) 

выражение (29) можно представить в виде: 
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Аналогично уравнению (18) для Rh∆  имеем: 
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Следует отметить, что при разгрузке жесткой шеро-
ховатой поверхности величина h∆  для всех неровно-
стей одинакова. 

При определении iw0 используем данные [3]: 
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С учетом (18): 
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Тогда для процесса разгрузки аналогично выраже-
нию (24) получим: 

( ) ( )
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где: 
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Используя выражения (9) и (10), аналогично (28) 
получим: 
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где ( )ε∆ξε ,,,, unH y  определяется выражением (37). 

Следует отметить, что: 
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




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=∆ ε R
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На рис. 3 представлены зависимости нагружения 
( )εqF  и разгрузки ( )ε∆−ξqeF  жесткой шероховатой 

поверхности при контактировании с упругопластиче-
ским полупространством для разных значений yε  и n, 

рассчитанные по выражениям (36) и (38). 

 

Рис. 3. Диаграмма нагружения и разгрузки шероховатой  
поверхности с упругопластическим полупространством 

На рис. 4 представлены зависимости относительной 
площади контакта ( )εqF  η  и eη  от силового упруго-

пластического параметра qF  и qeF  при нагружении и 

разгрузке соответственно. 
 
 

                    а) 

 

                     б) 

 

Рис. 4. Зависимости относительной площади контакта от 
силового упругогеометрического параметра при нагружении 
η(Fq) и разгрузке ηe(Fqe) для разных значений εy и n 

 
Заключение 
1. Впервые, по мнению авторов, получены зависи-

мости, позволяющие прогнозировать изменение относи-
тельной площади контакта при уменьшении нагрузки, 
приложенной к стыку шероховатых поверхностей. 

2. При этом показана роль параметров упрочняемо-
сти материала yε  и n . С ростом упругих свойств мате-

риала (увеличением значений yε  и n ) ширина петли на 

рис. 4 увеличивается. 

3. При определении параметра 2c  использовались 
результаты работы [17], полученные для значения коэф-
фициента трения 0=µ . В настоящей работе влияние 

трения на характеристики контакта не исследовалось. 
При внедрении сферы этот вопрос исследован в работах 
[18, 19]. В дальнейших исследованиях характеристик 
контакта шероховатой поверхности этот вопрос будет 
рассмотрен. 
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