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Внимание к теории колебаний подвижного состава объясняется прежде всего тем, что колебательные процессы, неиз-
бежно возникающие вследствие движения по, как правило, неровной дороге, ухудшают почти все основные свойства подвиж-
ного состава. Рассмотрены колебания четырехосного транспортного средства, имеющего двойное рессорное подвешивание. 
Исследование колебаний с конечным числом степеней свободы упрощается, если ввести главные координаты этой системы. 
Для упрощения нахождения главных координат исследованы свободные и вынужденные колебания подрессоренных частей 
транспортного средства. Принимается, что кузов транспортного средства обладает двумя степенями свободы — боковым 
относом и вилянием. Подпрыгиванием и «галопированием» тележек будем пренебрегать. Общее число степеней свободы мо-
дели равно двум. Составив выражения для кинетической и потенциальной энергии и используя уравнения Лагранжа, получаем 
систему дифференциальных уравнений. Рассмотрение вынужденных колебаний системы с двумя степенями свободы и реше-
ние поставленной задачи вертикальной динамики подвижного состава значительно упрощаются при переходе к главным ко-
ординатам. Полученные дифференциальные уравнения свободных и вынужденных колебаний системы в главных координатах 
представляют собой два независимых линейных дифференциальных уравнения второго порядка. 
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The attention, paid to the theory of oscillations of a rolling stock, is primarily explained by the fact that oscillatory processes,  
that inevitably arise due to the motion on, typically, the rough roads, worsen almost all of the basic properties of a rolling stock. Oscil-
lations have been studied for the four-axle vehicle with dual spring suspension. The study of oscillations with a finite number of freedom 
degrees is simplified if the main coordinates of this system are introduced. To simplify how to find main coordinates, free and forced 
oscillations of the sprung parts of a vehicle are implemented. It is assumed that the vehicle body has two freedom degrees: lateral mo-
tion and wobbling. It has been suggested that bouncing and galloping of trucks can be neglected. The total number of freedom degrees 
of the model equals to two. Having calculated the kinetic and potential energies and used Lagrange's equations, the resulting system of 
differential equations can be obtained. Studying forced oscillations of the system with two freedom degrees is greatly simplified when 
transiting to the main coordinates. The task of the vertical dynamics of a rolling stock is simplified either. Differential equations of free 
and forced oscillations of a system in main coordinates represent two independent linear differential equations of second order, which 
greatly simplifies the solution. 
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Введение 
Внимание к теории колебаний подвижного состава 

объясняется прежде всего тем, что колебательные про-
цессы, неизбежно возникающие вследствие движения 
по, как правило, неровной дороге ухудшают почти все 
основные свойства подвижного состава [1–5]. 

Построение математической модели. Рассмотрим 
колебания четырехосного транспортного средства, 

имеющего двойное рессорное подвешивание (рис. 1). 
Исследование колебаний с конечным числом степеней 
свободы значительно упрощается, если ввести главные 
координаты этой системы [6–9]. 
Для исследования колебаний подрессоренных час-

тей транспортного средства приняты обозначения: 

Кm , 1Тm , 2Тm  — масса кузова и тележек соответст-

венно; КI  — момент инерции кузова при «галопиро-
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вании»; 11с , 12с  — вертикальная жесткость централь-

ного подвешивания тележки; 21с , 22с , 31с , 32с  — вер-
тикальная жесткость буксового подвешивания колес-
ной пары; Кz , 1Tz , 2Tz  — текущие вертикальные пе-

ремещения центра тяжести соответственно кузова, 
первой и второй тележек; Кφ  — угловые перемещения 

кузова; 21 LL +  — база кузова. 

 

 

Рис. 1. Расчетная схема колебаний транспортного средства с двухступенчатым рессорным подвешиванием 
 
Все коэффициенты демпфирования примем равны-

ми нулю. 
Для упрощения нахождения главных координат ис-

следуем свободные и вынужденные колебания подрес-
соренных частей транспортного средства. Принимает-

ся, что кузов транспортного средства обладает двумя 
степенями свободы: боковым относом и вилянием, 
подпрыгиванием и «галопированием» тележек пренеб-
режем. Общее число степеней свободы модели равно 
двум (рис. 2) [10–14]. 

 

 
 

Рис. 2. Расчетная схема колебаний транспортного средства с двумя степенями свободы 
 
Составив выражения для кинетической и потенци-

альной энергии и используя уравнения Лагранжа, по-
лучим систему дифференциальных уравнений:  
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Для упрощения системы (1) положим K11 mA = , 

121111 ссС += , 2121112112 LcLcСС −== , K22 IA = , 
2

212
2

11122 LcLcC += .  

Тогда система (1) примет вид: 


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Введение главных координат значительно упрощает 
изучение колебаний. Зависимость между обобщенными 

координатами 
К

z  и Кφ  и главными координатами 1q и 

2q  можно выразить так: 


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            (3) 

Будем искать решение системы дифференциальных 
уравнений (2) в виде α)sin(1К += ktAz , 

α)sin(2К +=ϕ ktA . Подставляя в (2) и отбрасывая 

множитель α)sin( +kt , получаем: 
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Эта система имеет решение, отличное от тривиаль-

ного 0=iA , 2 ,1=i , если ее определитель равен нулю. 

Таким образом, приходим к характеристическому 
(частотному) уравнению 0)( 2 =∆ k . 

Считая частоты определенными и различными по 
величине, получим: 
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Найденный из характеристического уравнения ко-

рень 2
1k  подставим в систему (4). Так как определитель 

)( 2
1k∆  равен нулю, в системе (4) будет только одно 

уравнение: 

( ) 012
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A
kAC .  (5) 

Решая это уравнение, получим: 
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Для того чтобы установить соответствие между ко-
эффициентами инерции 11A , 22A  и 1a , 2a , а также 

коэффициентами жесткости 11C , 12C , 22C  и 1c , 2c , 

подставим в выражения кинетической и потенциальной 

энергии, вычисленные в обобщенных координатах, их 
значения из (3) и сопоставим со значениями: 
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получим формулы для вычисления коэффициентов 
инерции 1a  и 2a , а также коэффициентов жесткости 

1c  и 2c : 
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Обычно при решении конкретных задач трудно 
предварительно определить параметры, являющиеся 
главными координатами системы. Поэтому, выбрав за 
обобщенные координаты величины, определяющие 
положение системы, наиболее просто вычисляют час-
тоты главных колебаний 1k  и 2k  при помощи уравне-

ний (4), а затем по формулам (6), (7) находят коэффи-
циенты распределения 1µ  и 2µ . Так как 21К qqz += , 

2211К µµφ qq += , то: 

21
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Таким образом, уравнения движения в главных ко-
ординатах 1q , 2q  примут вид: 
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Полученные дифференциальные уравнения свобод-
ных колебаний системы в главных координатах (10) 
представляют собой два независимых линейных диф-
ференциальных уравнения второго порядка. Общее 
решение этих уравнений имеет вид: 
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где 1C , 2C , 1α  и 2α  — постоянные интегрирования, 

определяемые из начальных условий [8] при 0tt = : 

K0K zz = ; K0K zz && = ; K0K φφ = ; K0K φφ && = ,  

тогда: 
 101 qq = ; 101 qq && = ; 202 qq = ; 202 qq && = , 

где: 
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Собственные частоты 1k  и 2k  колебаний системы в 

главных координатах определяют из уравнений (10) по 
следующим формулам: 
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1

1
1 a

с
k =  и 

2

2
2 a

с
k = .          (12) 

Произвольно выбранные обобщенные координаты 
оказываются главными координатами системы, если в 
выражениях кинетической и потенциальной энергий 
системы коэффициенты 12A  и 12C  равны нулю. 

Особенно большое значение имеет применение 
главных координат при изучении вынужденных коле-
баний системы [7–14]. 
Рассмотрим вынужденные колебания системы с 

двумя степенями свободы. В этом случае на систему 
действуют возмущающие силы, являющиеся некото-
рыми заданными функциями времени t . Принимаем, 
что обобщенные возмущающие силы являются про-
стыми гармоническими функциями времени, имеющи-
ми одинаковые частоту p  и фазу δ , т. е.: 
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На основании (2) дифференциальные уравнения 
вынужденных колебаний этой системы имеют вид: 
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Общее решение этой системы дифференциальных 
уравнений является суммой общего решения соответ-
ствующей системы однородных уравнений, т. е. систе-
мы (2), и частного решения системы (14). Первое ре-
шение найдено выше, остается определить частное ре-
шение. 
Рассмотрение вынужденных колебаний системы с 

двумя степенями свободы значительно упрощается при 
переходе к главным координатам. По определению 
обобщенных сил элементарная работа возмущающих 
сил на возможном перемещении системы может быть 
представлена в виде: 

K2K1 δφδδ fzfW += . 

На основании (3): 
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Тогда: 
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или: 

22211211 δ)µ(δ)µ(δ qffqffW +++= . 

Поэтому обобщенные силы, соответствующие глав-
ным координатам, будут: 
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Дифференциальные уравнения вынужденных коле-
баний системы в главных координатах имеют следую-
щий вид: 
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Задача сводится к интегрированию двух не завися-
щих друг от друга дифференциальных уравнений. 
Решения дифференциальных уравнений (16) можно 

представить в форме: 

( )

( )

















−++

++=

−++

++=

∫

∫

t

0
2221

22

1
2

20
2202

t

0
1211

11

1
1

10
1101

ξ.)ξ(sin)ξ(µ)ξ(
1

sincos

,ξ)ξ(sin)ξ(µ)ξ(
1

sincos

dtkHH
ka

tk
k

q
tkqq

dtkHH
ka

tk
k

q
tkqq

&

&

     (17) 

По формулам (3) вернемся теперь к исходным неиз-
вестным Kz  и Kφ . Тогда получим общее решение сис-

темы дифференциальных уравнений (14): 





+=
+=

,µµ)(φ

;)(

2211К

21К

qqt
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содержащее четыре произвольные постоянные [8] 

101 qq = ; 101 qq && = ; 202 qq = ; 202 qq && = , которые должны 

быть определены по начальным значениям обобщен-
ных координат 

0KK zz = ; 
0KK φφ =  и обобщенных 

скоростей 
0KK zz && = ; 

0KK φφ && = . 

Выводы 
Поставленная задача вертикальной динамики под-

вижного состава упрощается при переходе к главным 
координатам. Полученные дифференциальные уравне-
ния свободных и вынужденных колебаний системы в 
главных координатах представляют собой два незави-
симых линейных дифференциальных уравнения второ-
го порядка, что значительно упрощает их решение. 
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