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Получены аналитические решения задачи гашения остаточных колебаний груза мостового крана, возникающих после пол-
ного торможения точки подвеса груза на грузовой тележке. Для вывода зависимостей использован способ пересчета извест-
ных аналитических зависимостей угла отклонения грузового каната мостового крана от гравитационной вертикали в зави-
симости от ускорения, скорости и перемещения точки подвеса груза. Рассматривалась колебательная система плоского 
маятника с диссипацией энергии, описываемая для случая малых углов отклонения грузового каната от гравитационной вер-
тикали дифференциальным уравнением второго порядка. Пространственные колебания маятниковой системы мостового 
крана с грузом для случая малых углов отклонения грузового каната от вертикали могут быть представлены как суперпози-
ция перемещений  в двух плоскостях, что позволяет использовать полученные зависимости для перемещений реального про-
странственного объекта. При выборе описывающих динамическую систему мостового крана дифференциальных уравнений 
были приняты допущения о постоянстве длины грузового каната мостового крана в процессе гашения остаточных колеба-
ний, о бесступенчатом характере регулирования рабочей скорости звена, перемещающего точку подвеса груза вдоль гори-
зонтальной оси, а также о том, что влияние массы груза на ускорение точки подвеса пренебрежимо мало. Результаты были 
получены для известных временных зависимостей угла отклонения грузового каната, трех форм решения задачи затухающих 
свободных колебаний маятника, описываемого принятым дифференциальным уравнением при отбрасывании слагаемого 
внешних воздействий. Апериодический режим изменения угла наклона каната может быть использован при гашении оста-
точных колебаний груза путем торможения точки подвеса груза тормозом с переменным тормозным усилием и не требует 
использования дополнительных механических элементов и механизмов. 
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Analytical solutions have been received for the problem of damping the residual oscillations of load of an overhead crane that arise 
after the full braking of a suspension center of load on the overhead crane load trolley. To deduce the dependencies, conversion tech-
nique has been used for known analytical dependency of the deflection angle of an overhead crane hoist rope from gravitational vertic-
al, depending on acceleration, speed and movements of the load suspension center. Oscillatory system of a plane pendulum with energy 
dissipation has been studied. It is described with the second order differential equation for the case of small angle deviation of a load 
rope from gravitational vertical. Spatial fluctuations for a pendulum system of an overhead crane with a load in the case of small devia-
tion angles of a load rope from the vertical line can be represented as a superposition of displacement in two planes, which allows to 
use the movements according to the real spatial object. When choosing differential equations describing the dynamic system of an over-
head crane, assumptions have been accepted about the constant length of the hoist rope of an overhead crane in the process of damping 
the residual oscillations, about the stepless nature of the regulation of the working speed ща a link, moving the load suspension center 
along the horizontal axis, and about the fact that the influence of load mass on the acceleration of the suspension center is negligible. 
The results have been obtained for the known time dependencies of the deflection angle of an overhead crane hoist rope, for three forms 
of solving the problem of damping free oscillations of a pendulum, described with the differential equation under discarding the term of 
external influences. Aperiodic change mode of the rope inclination angle can be used to damp residual oscillations by braking load 
suspension center with load brake, having a variable braking force and not requiring the use of additional mechanical elements and 
mechanisms. 

 
Keywords: overhead crane; trajectory of load; oscillation damping; load swinging. 
 
Введение 
Задача быстрого и эффективного гашения остаточ-

ных маятниковых колебаний груза на гибком канатном 
подвесе мостового крана (МК) после его перемещения в 

целевую точку доставки является актуальной, поскольку 
ее решение позволит сократить продолжительность цик-
ла МК на величину до 20 % [1; 2]. 
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Известны различные способы гашения колебаний 
груза на гибком маятниковом подвесе [2–13]. Способы, 
позволяющие получить решение в явном аналитиче-
ском виде, обладают несомненными преимуществами 
как точные и быстрые, не требующие для их примене-
ния специальных программных продуктов, имитацион-
ных математических моделей, ресурсоемких числен-
ных методов. Также эти методы позволяют распро-
странить результаты их применения на широкий класс 
однотипных объектов [14]. 

 
Рис. 1. Расчетная схема колебаний груза мостового крана 

Формулировка задачи. Рассматривалась колеба-
тельная система плоского маятника массой груза m с 
диссипацией энергии, описываемая для случая малых 
(менее 10–15°) углов отклонений грузового каната от 
гравитационной вертикали дифференциальным урав-
нением (ДУ) второго порядка вида [15–17]: 
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где qqq &&&,,  — угол отклонения грузового каната МК от 
гравитационной вертикали, его первая и вторая произ-
водные по времени, соответственно рад, рад/с, рад/с2; 
L — длина грузового каната МК от подвижной точки 
подвеса в грузовой тележке до центра масс груза, м; g  

— ускорение свободного падения, м/с2; b — приведен-
ное к угловой координате линеаризованное значение 
коэффициента диссипации энергии, Н·м·с/рад; x&&  — 
линейное ускорение точки подвеса груза в горизон-
тальном направлении (вдоль оси OX , рис. 1). 

Более сложные, чем (1), нелинейные  формы ДУ, 
описывающего рассматриваемую механическую сис-
тему, затрудняют получение решений задачи в анали-
тическом виде. 

Пространственные колебания маятниковой системы 
МК с грузом для случая малых отклонений могут быть 
представлены как суперпозиция колебаний в двух 
плоскостях. 

Были приняты допущения о постоянстве длины 
грузового каната МК L  в процессе гашения остаточ-
ных колебаний, о бесступенчатом характере регулиро-
вания рабочей скорости звена, перемещающего точку 
подвеса груза вдоль оси OX , а также о том, что влия-
ние массы груза на ускорение точки подвеса пренебре-
жимо мало. 

Необходимо решить оптимизационную задачу: для 
заданных начальных значений (в момент времени t = 
0) скорости точки подвеса 0x& , угла отклонения грузо-

вого каната 0q  и скорости изменения угла отклонения 

грузового каната 0q&  получить временную зависимость 

координаты точки подвеса груза ( )tfx = , которая бы 
гасила остаточные колебания груза за минимальное 
время ГT  с учетом ограничений на максимальные зна-

чения x&&  и x& : 

min→ГT ; ( ) 0≈ГТq ; ( ) 0≈ГТq& ; ( ) 0≈ГТq&& ; 

( ) 0≈ГТx&& ; ( ) 0≈ГТx& ; при limxx &&&& ≤ ; limxx && ≤ ,     (2) 

где limx&& , limx&  — предельные значения ускорения и 

скорости точки подвеса соответственно. 

Описание методики решения. Для получения ре-
шений задачи в аналитическом виде в настоящей рабо-
те исследован подход, при котором искомая временная 
зависимость координаты точки подвеса груза ( )tfx =  

выводилась по заданной временной зависимости угла 
наклона грузового каната МК: ( )tfq =  при условии 

остановки движения ( ) 0≈ГТq .  

Решение поставленной задачи в явном виде, т. е. в 
виде аналитических функциональных зависимостей 

( )tfx = , может быть получено не для всех форм вы-

ражений ( )tfq = , поскольку первообразные многих 

аналитически заданных подынтегральных функций не 
могут быть выражены через аналитические функции.  

В качестве примера, положительные результаты 
были получены для известных выражений трех форм 
решения задачи затухающих свободных колебаний 
маятника, описываемого ДУ вида (1) при отбрасывании 
слагаемого внешних воздействий Lx&&  и при замене 

постоянных коэффициентов согласно выражениям: 

β= 2b  ; 2
0/ ω=Lg ,              (3) 

где 0ω  — собственная частота малых колебаний мате-

матического маятника, с–1; β  — постоянная затухания, 

Н·м·с/рад. 
В этом случае ДУ (1) принимает вид [15–17]: 

02 2
0 =ω+β+ qqq &&& .             (4) 

Его решения, в зависимости от соотношения между 
величинами β  и 0ω , будут иметь вид [15–17]: 

( ) ( )tAtq t ω+ϕ= β−
0cose  при β<ω0;              (5) 

( ) ( )tCCtq t
12

0e= +ω−  при β=ω0;              (6) 

( ) tt CCtq 21 ee 21
λλ +=  при β>ω0,              (7) 

где 22
0 β−ω=ω — частота затухающих колебаний 

системы, с–1; А— начальная амплитуда колебаний 
угла q  в выражении (5), рад; 0ϕ — начальная фаза 
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колебаний угла q  в выражении (5); 1C , 2C  — посто-

янные коэффициенты, определяемые по начальным 
значениям 0q  и 0q& ; 1λ , 2λ  — показатели степени. 

Значения параметров β , 1λ  и 2λ  в выражениях (5), 

(7) могут быть заданы и оптимизированы независимо 
от значения коэффициента вязкого трения b  в системе 
(1). Т. е. при задании значений b>>β  в (5) и (7) равен-

ство (3) не выполняется. 
Выражение зависимости ускорения точки подвеса 

x&&  от остальных слагаемых ДУ (1) имеет вид: 

qgbLqLqx −−−= &&&&& .       (8) 

Общая схема решения задачи будет иметь вид: 

)()()()()()( )8(// txtxtxtqtqtq dtdtdtddtd →→→ → → ∫∫
&&&&&& . (9) 

Для ее реализации использовалось получение про-
изводных и интегралов функций в аналитическом виде. 

Ниже приведено аналитическое решение задачи для 
уравнения (5) колебательного изменения угла отклоне-
ния грузового каната с затуханием амплитуды: 
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Для уравнения (6) критического изменения угла от-
клонения грузового каната аналитическое решение за-
дачи имеет вид: 
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Для уравнения (7) апериодического изменения угла 
отклонения грузового каната аналитическое решение 
задачи имеет вид: 
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Рис. 2. Временные зависимости перемещения, скорости и 
ускорения точки подвеса груза, обеспечивающие гашение 
остаточных колебаний груза: а) режим затухающих колеба-
ний; б) критический режим; в) апериодический режим    
(примеры) 
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Полученные аналитические выражения (5)–(24) бы-
ли верифицированы (подтверждены) на математиче-
ской модели, составленной по исходному ДУ (1), путем 
подстановки выражений ускорений точки подвеса (12), 
(17) и (22) с последующим решением ДУ численными 
методами. Была подтверждена корректность получен-
ных выражений. Имело место полное совпадение ре-
шений, получаемых по аналитическим выражениям и 
численными методами. 

На рис. 2 приведены примеры временных зависимо-
стей перемещения, скорости и ускорения точки подвеса 
груза, обеспечивающих гашение остаточных колебаний 
груза для режима затухающих колебаний угла (5) кри-
тического режима (6), апериодического режима (7). 

Начальные условия и параметры уравнений изме-
нения угла в примерах принимали значения:  

1) A = 0,1 рад; 0ϕ = π/2+0,115 рад; β = 0,25 

Н·м·с/рад — для режима затухающих колебаний угла; 
2) 1C = 0,1 рад/с; 2C = q0 = 0,1 рад — для критиче-

ского режима; 
3) 0q = 0,1 рад; 0q& = –0,05 рад/с; 1λ = –1,0 Н·м·с/рад; 

2λ = –2,9 Н·м·с/рад — для апериодического режима. 

Для всех трех примеров значение длины грузового 
каната принимало постоянное значение L = 10 м.   
Приведенный к угловой координате коэффициент   
вязкого трения принимал постоянное значение            
b  = 0,01 Н·м·с/рад. 

Для апериодического режима коэффициенты 1C  и 

2C  определялись в результате решения системы алгеб-

раических уравнений (7) и (20) при t = 0 с: 
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Решение системы (25) имеет вид: 
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где Z∈z — целое число; Z — множество целых чисел; 
∅ — пустое множество; ∧ — знак логического умно-
жения (конъюнкции, логического «И»). 

Показатели степени 1λ , 2λ  уравнения (7) аперио-

дического движения в ряде источников определяются 
по зависимости [18]: 

2
0

2
2,1 ω−β±β−=λ .      (27) 

Однако проведенные исследования показали, что их 
независимое назначение позволяет в широких пределах 
изменять начальное значение ускорения точки подвеса 
груза x&& , в том числе придавать начальному ускорению 
нулевое значение. 

 
 

Выводы 
Анализ полученных по выражениям (5)–(24) вре-

менных зависимостей (рис. 2) позволил сделать сле-
дующие выводы качественного характера. 

Для режима затухающих колебаний груза необхо-
димы сравнительно небольшие, но быстрые перемеще-
ния точки подвеса, имеющие переменное направление. 
Поэтому данный режим может использоваться только 
при наличии на мостовом кране дополнительных меха-
нических элементов, позволяющих осуществлять бы-
стрые перемещения точки подвеса груза со сравни-
тельно небольшой амплитудой — например, как в раз-
работанных авторами конструкциях мостового крана с 
гидроцилиндрами для быстрого перемещения точки 
подвеса груза [19; 20]. Изменение в уравнении зату-
хающих колебаний груза (5) параметра фазы 0ϕ  позво-

ляет в пределах амплитуд установить любые требуе-
мые начальные значения угла 0q  и начальной скорости 

угла 0q& , в том числе нулевые. Это открывает возмож-

ность использования колебательного режима для гаше-
ния остаточных колебаний груза при неподвижной в 
начальный момент времени точке подвеса груза (после 
остановки грузовой тележки). 

Для критического и апериодического режимов ко-
лебаний груза характерны сравнительно большие, по-
рядка нескольких метров, и медленные перемещения 
точки подвеса, которые могут иметь как переменное, 
так и постоянное направление. Коррекцией значений 
параметров 01 qC &=  и 02 qC =  критического режима и 

параметров 1λ , 2λ  апериодического режима можно 

добиться постоянного направления перемещения точки 
подвеса (постоянного знака скорости угла q& ). Кроме 

того, коррекция значений параметров 1λ , 2λ  аперио-

дического режима позволяет установить нулевое на-
чальное ускорение точки подвеса x&& . Это открывает 
возможность использования апериодического режима 
для гашения остаточных колебаний груза путем тор-
можения точки подвеса груза (грузовой тележки) тор-
мозом с переменным тормозным усилием без исполь-
зования дополнительных механических элементов, по-
зволяющих осуществлять быстрые перемещения точки 
подвеса груза в противоположных направлениях. 
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