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Рассмотрен вопрос контактирования жесткой шероховатой поверхности с низкомодульным полупространством. Указано, 
что к замедлению роста площади контакта с увеличением нагрузки приводит взаимное влияние дискретно нагруженных участ-
ков, что нашло отражение в эмпирической формуле Бартенева – Лаврентьева. Приведен краткий обзор исследований о влиянии 
соседних контактирующих неровностей при упругом контакте. 

При рассмотрении контакта единичной неровности влияние остальных контактирующих неровностей заменено действием 
равномерно распределенной нагрузки qcn в некоторой круговой области. Это позволило рассматривать контактную задачу как 
осесимметричную. Полученное интегральное выражение является основным уравнением осесимметричной контактной задачи, 
для которого использовано решение И.Я. Штаермана. Определены сила в контакте и распределение контактного давления на 
площадке контакта, частными случаями которых при qcn = 0 являются решения Герца. 

Использована дискретная модель шероховатости, в которой микронеровности представлены набором одинаковых сфериче-
ских сегментов, распределение которых по высоте соответствует опорной кривой профиля в виде отношения бета-функции. 

Исследованы вопросы влияния размеров круговой области действия равномерно распределенной нагрузки на относительную 
площадь контакта в зависимости от безразмерного силового упругогеометрического параметра Fq. 
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The problem of the contact of a rigid rough surface with a low-modulus half-space is considered. It is indicated that the mutual in-
fluence of discretely loaded sections leads to a slowing of the growth of the contact area as the load increase. It is reflected in the em-
pirical formula of Bartenev-Lavrentiev. A brief review of studies on the influence of adjacent contacting asperities during elastic contact 
is given. When considering the contact of a single asperity, the effect of the remaining contacting asperities is replaced by the action of 
a uniformly distributed load qc in some circular region. It allowed us to consider the contact problem as an axisymmetric one. The 
obtained integral equation is the basic equation of the axisymmetric contact problem for which the solution of I.Ya. Shtaerman is used. 
The contact force and the distribution of the contact pressure at the contact area are determined, the particular cases of which for qcn is 
the Hertz solution. A discrete model of roughness is used. Herewith, the micro-asperities are presented by a set of identical spherical 
segments, whose height distribution corresponds to the bearing profile curve in the form of a ratio of the beta function. The problems of 
the influence of the dimensions of the circular region of the action of a uniformly distributed load on the relative contact area are inves-
tigated depending on the dimensionless force elastic-geometric parameter Fq. 

 
Keywords: rough surface; spherical asperity; elastic contact; low-modulus materials; mutual influence of asperities; relative 

contact area. 
 
Введение 
Надежность современных машин, агрегатов и аппа-

ратов во многом определяется качеством уплотнитель-
ных соединений. Широкое применение в уплотнитель-
ной технике находят низкомодульные полимерные 
материалы в виде покрытий или отдельных деталей [1; 

2]. По критериям прочности конструкционные мате-
риалы относятся к низкомодульным со значениями 
модулей упругости E < 103 МПа [3]. Требуемая герме-
тичность  уплотнительного стыка достигается сжи-
мающими напряжениями и зависит от контактных 
характеристик — относительной площади контакта и 
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плотности зазоров [4; 5]. Как показали эксперименты 
[3, с. 179] с полимерными прослойками (покрытие на 
одной из сопряженных деталей), рост фактической 
площади касания при нагружении сжимающими на-
пряжениями происходит за счет увеличения количества 
пятен контакта. Начальный период нагружения харак-
теризуется быстрым сближением поверхностей, кото-
рое сопровождается увеличением жесткости соедине-
ний. По мере роста количества контактирующих мик-
ронеровностей сближение замедляется, а жесткость 
приближается к постоянному значению, зависящему от 
физико-механических свойств материала прослойки. 

К замедлению роста площади контакта с увеличе-
нием нагрузки при тяжелонагруженном упругом кон-
такте приводит взаимное влияние дискретно нагружен-
ных участков, что нашло отражение в формуле Барте-
нева–Лаврентьева [6]: 

,exp1 






 β−−=η
E

q    (1) 

где β — коэффициент, зависящий от качества поверх-

ности и аналитически определенный в [7]; cq — кон-
турное контактное давление; E — модуль упругости. 

Вопрос о влиянии соседних неровностей при упру-
гом контакте рассмотрен И.Г. Горячевой и Н.М. Добы-
чиным в работах [8–11], где это влияние заменено дей-
ствием одинаковых по величине сосредоточенных сил, 
расположенных в узлах гексагональной решетки. В 
работе [12] рассмотрено внедрение системы цилиндри-
ческих и сферических штампов, распределенных по 
высоте, в упругое полупространство. Для сферических 
штампов получена приближенная формула для расчета 
фактической площади контакта. 

Используя принцип Сен-Венана, согласно которому 
напряжения и деформации в точке, достаточно удален-
ной от области приложения нагрузки, не зависят от 
характера распределения нагрузки в области ее прило-
жения, в работах [13; 14] влияние остальных контакти-
рующих неровностей заменено действием равномерно 
распределенной нагрузки  в некоторой круговой облас-
ти. Это позволило рассматривать поставленную задачу  
как осесимметричную. В отличие от [13], где задача 
для одноуровневой модели шероховатости решалась 
численным методом на ЭВМ, в работе [14] получено 
аналитическое решение с учетом распределения неров-
ностей по высоте. Как показано в [15], такой же подход 
можно использовать и для упругопластического кон-
такта отдельной неровности. 

Цель настоящей работы — исследование влияния 
размеров круговой области действия равномерно рас-
пределенной нагрузки на контактные характеристики. 

Модель шероховатой поверхности. Воспользуем-
ся дискретной моделью шероховатости, в которой мик-
ронеровности представлены в виде одинаковых сфери-
ческих сегментов, распределение которых по высоте 
соответствует опорной кривой профиля реальной по-
верхности [4; 9]. Для описания опорной кривой исполь-
зуем распределение неполной бета-функции: 

( ) ( )
( )βα

βα=εη ε

,

,

B

B

 
,          (2) 

где ( )βαε ,B , ( )βα,B  — соответственно неполная и 

полная бета-функции; 
maxmax

max
2

R

R

R

RR

R

R pp

q

p −






 −













=α ,      














−α=β 1max

pR

R
; pR , qR , maxR — высотные параметры 

шероховатости согласно стандарту ISO 4281/1–1997. 
В этом случае плотность функции распределения 

неровностей по высоте: 

  ( ) ( ) ( )( )( )[ ]
( ) 11

22

1

1111
−β−α

−β−α

ε−ε
−β−−α−=ϕ′

ss
n

uuuu
u ,        (3) 

где u — расстояние до вершины неровности; sε опре-

деляется из условия ( ) 1=εϕ sn ; maxRω — высота сфери-

ческого сегмента, sε−=ω 1 . 

Радиус сферического сегмента: 

( )max
2 2 Rar c ω= ,   (4) 

где ca — радиус основания сферического сегмента. 

Контакт отдельной неровности с упругим полу-
пространством. Рассмотрим контакт отдельной абсо-
лютно жесткой сферической неровности радиусом r, 
вершина которой расположена на расстоянии uRmax от 
линии вершин шероховатой поверхности, а впадина — 
на расстоянии υRmax от линии впадин, и низкомодуль-
ного полупространства в системе цилиндрических 
координат z, ρ, ϕ c началом в точке О, принадлежащей 
недеформированной поверхности полупространства 
(рис. 1). 

Введем следующие допущения, которые находят 
применение как в механике деформируемого твердого 
тела, так и в механике контактного взаимодействия 
шероховатых поверхностей и имеют опытное обосно-
вание: 

1. Радиус круговой площадки контакта отдельной 
неровности намного меньше ее радиуса, т. е. ari  << ri. 

2. Радиальные перемещения точек поверхности по-
лупространства пренебрежимо малы в сравнении с 
осевыми. 

3. Трение в области контакта неровностей полупро-
странства отсутствует. 

4. Упругие перемещения имеют идеально обрати-
мый характер. 

5. Упругие перемещения поверхности полупро-
странства, приходящиеся на Aci, и напряжения на ней 
описываются соотношениями теории упругости вплоть 
до момента появления пластического отпечатка. 

Согласно принципу Сен-Венана, напряжения и де-
формации в точке, достаточно удаленной от области 
приложения нагрузки, не зависят от характера распре-
деления нагрузки в области ее приложения. Из анализа 
многочисленных решений контактных задач теории 
упругости и пластичности следует, что изменение рас-
пределения внешних нагрузок вблизи рассматриваемой 
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области контакта при постоянстве их средней интен-
сивности приводит к незначительным изменениям 
лишь вблизи границы области контакта. Тогда, учиты-
вая характер взаимного расположения отдельных пятен 
контакта, влияние на характеристики контакта отдель-
ной неровности в пределах круговой области контакта 

),0(1 riaW =ρ  и кольцевой ненагруженной области 

),( nri aaW =ρ  напряжений на остальных пятнах кон-

такта будет эквивалентно влиянию равномерно распре-
деленной нагрузки qcn, действующей в кольцевой об-

ласти ),(2 ln aaW =ρ , и поставленную задачу можно 

рассматривать как осесимметричную (рис. 1). Размер 
ненагруженной области an зависит от числа контакти-
рующих неровностей и с ростом приложенной нагруз-
ки уменьшается от al до ac. 

 

 
Рис. 1. Схема контакта отдельной неровности 

 
Пусть A1 и A2 — две точки поверхности круговой 

области контакта W1, приходящие в соприкосновение 
после приложения сжимающей нагрузки. Так как об-
щее нормальное перемещение U0 точки А1 является 
постоянной величиной для любой точки области W1, то 
имеем: 

110 zUUzUU EciEriE ++=+= ,  (5) 

где EriU  — нормальное контактное перемещение от 

давления rip , возникающего в области W1; EciU — 

нормальное перемещение от давления qc; z1 — уравне-
ние поверхности сферической неровности в ненагру-
женном состоянии. 

Так как для реальных поверхностей  r >> Rmax, то: 

r
uRz

2

2

max1
ρ−−= .  (6) 

Элементарные перемещения EridU  и EcidU  от дав-

лений qri  и qc, действующих на элементарных площад-
ках 1ωd  и 2ωd  соответственно, определяются выраже-

ниями [16]: 

( )
1

1

1 ω
π

ρΘ= d
R

q
dU ri

Eri ,  2
2

ω
π
Θ= d

R

q
dU c

Eci ,          (7) 

где: 

jjjjR ϕρρ−ρ+ρ= cos2222 ,   j = 1; 2; iρ≡ρ ; 

ϕρρ=ω ddd 11 , ϕρρ=ω ddd 22 . 

Интегрируя выражения (7), получим: 

( )
∫

ωρ
π
Θ=

1 1

1

W

ri
Eri R

dp
U ,  (8) 
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,             (9) 

где ( )xΕ  — полный эллиптический интеграл 2-го рода. 
Из формулы (5) с учетом (7) – (9) и (4) получим: 

( )
)(

1 1
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ri f
R

dp
ρ=

ωρ
∫ ,         (10) 
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(11) 

Выражение (10) является основным уравнением 
осесимметричной контактной задачи, которая имеет 
следующее решение [17]: 

( ) ( )
∫
ρ ρ−π

−=ρ
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i
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i

iri
s

dssF
p

222

1
,             (12) 
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Из выражений (11) и (14) получим: 

( ) ( ) ( )clc aaquRUf −π+−
Θ
π= 20 max0 ; 
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где ( )xΚ  — полный эллиптический интеграл 1-го рода. 

Учитывая, что: 
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после интегрирования выражения (16) получим: 
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где D(x) — полный эллиптический интеграл; 12F  — 

гипергеометрическая функция Гаусса. 
С учетом того, что: 
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имеем: 
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Из выражений (12) и (13) с учетом (18) и (15) имеем: 
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В упоминаемых работах [2; 14; 15] было принято, 
что равномерная нагрузка qc действует в кольцевой 

области и ),(2 lc aaW =ρ , т. е. an = ac. В настоящем 

исследовании принято, что: 

pncacn kkakaa ⋅=⋅= ,               (21) 

где nk  определяется числом контактирующих неров-

ностей; pk  зависит от схемы «упаковки» оснований 

сферических сегментов, моделирующих шероховатую 
поверхность (рис. 2). 

Если принять, что общая контурная площадь: 

22
nrccc ananA π⋅=π⋅=  ,                       (22) 

где nc — число всех неровностей; nr — число контак-
тирующих неровностей, то из (22) следует: 

12 −
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cnn aka ⋅= ,  ( )
5.0),min(

0

−εε












ϕ′= ∫

s

duuk nn . (23) 

Тогда из условия равенства приложенных нагрузок: 

22
cccnrcn anqanq π⋅=π⋅ ,     ccn qq = .   (24) 

а)   б) 

 

Рис. 2. Схемы упаковки оснований сферических сегментов:   
а — квадратная; б — гексагональная 

 
При определении pk  принято, что для рассматри-

ваемой неровности величина na  увеличивается в срав-

нении с ca  в pk  раз за счет доли заштрихованной 

площади (рис. 2), приходящейся на одну неровность. 
Тогда, из геометрических соображений, для гексаго-
нальной «упаковки» 075.1=pk , для квадратной — 

128.1=pk . 

Учитывая, что 22
cirii aa=η , ( )2

ciici aPq π= , из вы-

ражений (19) и (20) получим: 
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Среднее qmi и максимальное qri (0) напряжения на 
пятне контакта: 
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Контакт жесткой шероховатой поверхности с 
упругим полупространством. Сближение контакти-
рующих поверхностей в общем случае определяют из 
выражения (17) при условии ( ) 0=riaF : 

( )


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
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.       (29) 

Для неровности, контактирующей в точке, т. е. при 
ari  = 0, имеем: 

( )nlc aaqRU −Θ+ε= 2max0 .  (30) 

Так как величина U0 постоянна для всех точек об-
ластей контакта, из (29) и (30) получим: 
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Данное уравнение имеет решение: 
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Контурное давление в стыке шероховатой поверх-
ности с полупространством и относительная площадь: 
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1
;   ∑
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1
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Учитывая, что для данной модели шероховатости 
const=ciA , ccic nAA = , ( )duundn ncr ϕ′= , выражения 

(34) представим в виде: 
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Учитывая выражение (26), получим: 
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где 
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На рис. 3 представлены зависимости относительной 
площади контакта от силового упругогеометрического 
параметра Fq, полученные в результате решения систе-
мы уравнений (32) и (34) – (36). Верхней штриховой 
линией обозначен случай без учета  взаимного влияния  
неровностей, т. е. при 0=сq , когда используется толь-

ко первое слагаемое уравнения (32). Нижняя штрихо-

вая линия соответствует 1=ak , когда cn aa = . Сплош-

ные линии соответствуют разным значениям ak . 

 

 
Рис. 3. Зависимости относительной площади контакта от 
силового упругогеометрического параметра Fq: верхняя 
штриховая линия — без учета  взаимного влияния  неровно-
стей; нижняя линия — с учетом неровностей, для ka = 1; 
сплошные линии (снизу вверх) для ka = 1.075; 1.13; 1.25 
 
Выводы 
Исследования о влиянии размеров круговой области 

действия равномерно распределенной нагрузки на от-
носительную площадь контакта показали: 

1. Влияние параметра kn, который определяется 
числом контактирующих неровностей, незначительно. 
Это объясняется тем, что для 5,0=ε=ε s силовой 

упругогеометрический параметр 1,0≈qF . До этого 

значения Fq верхняя и нижняя штриховые линии, 
определяющие границы возможных зависимостей, 
практически совпадают. 

2. С ростом значений Fq дальнейшее влияние ока-
зывает только параметр kp, учитывающий «упаковку» 
оснований сферических сегментов, моделирующих 
шероховатую поверхность. 

3. При 1>qF  параметр kp может оказывать сущест-

венное значение, и этот фактор следует учитывать при 
корректировке (уточнении) значений относительной 
площади контакта при использовании предыдущей 
модели оценки взаимного влияния контактирующих 
неровностей, например, при вязкоупругом контакте 
[18], при определении плотности стыка с учетом вза-
имного влияния неровностей [19] или при контактиро-
вании жесткой шероховатой поверхности через слой 
низкомодульного упругого покрытия [20]. 
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