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В работе указано, что применение моделей шероховатости и теорий контактирования шероховатых поверхностей, раз-
работанных Гринвудом – Вильямсоном и Н.Б. Демкиным для решения задач герметологии, приводит к значительным погреш-
ностям. Это объясняется значительно большими контактными давлениями, чем для задач трибологии, описанием только
начальной части кривой опорной поверхности, отсутствием учета пластического выдавливания материала. Приведен крат-
кий обзор методов описания внедрения сферы в упругопластическое упрочняемое полупространство. Свойства упругопласти-
ческого упрочняемого материала описываются степенным законом Холломона. Для описания внедрения и сплющивания от-
дельной сферической микронеровности использованы результаты конечно-элементного моделирования. Рассмотрены случаи
контактирования жесткой  шероховатой поверхности с упругопластическим полупространством и жесткой гладкой по-
верхности — с шероховатой поверхностью. Для определения относительной площади контакта использована дискретная
модель шероховатости в виде набора сферических сегментов, распределенных по высоте в соответствии с кривой опорной
поверхности. Для этого использована регуляризованная неполная бета-функция, описывающая распределение материала по
всей высоте шероховатого слоя. Получены аналитические выражения для определения относительной площади контакта в
зависимости от безразмерной нагрузки при внедрении и сплющивании сферических неровностей. Приведены соответствую-
щие графические зависимости для разных значений параметров упрочнения.
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The paper indicates that the application of roughness models and the theories of contacting rough surfaces developed by Green-
wood-Williamson and N.B. Demkin for solving the problems of hermetology leads to significant errors. This is explained by the consi-
derably greater contact pressures than for the tribology problems, the description of only the initial part of the curve of the reference
surface, the absence of allowance for the plastic extrusion of the material. A brief review of methods for describing the introduction of a
sphere into an elastoplastic reinforced half-space is given. The properties of the elastoplastic reinforced material are described by the
power law of Hollomon. To describe the introduction and flattening of individual spherical microroughness, the results of finite element
modeling are used. The cases of contacting a rigid rough surface with an elastoplastic half-space and a rigid smooth surface with a
rough surface are considered. To determine the relative contact area, a discrete roughness model is used in the form of a set of spheri-
cal segments distributed in height in accordance with the curve of the reference surface. For this, a regularized incomplete beta function
is used, which describes the distribution of the material along the entire height of the rough layer. Analytic expressions are obtained for
determining the relative contact area depending on the dimensionless load during the introduction and flattening of spherical irregu-
larities. The corresponding graphical dependencies for different values of hardening parameters are given.
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Введение
В настоящее время для решения задач трибологии

используются модели шероховатости и теории контак-
тирования шероховатых поверхностей, разработанные
Гринвудом – Вильямсоном [1], Н.Б. Демкиным [2] и их
последователями. Однако применение таких моделей
для решения задач герметологии приводит к значитель-
ным погрешностям, что объясняется следующим: 1)
контактные давления герметизации примерно на 1–2
порядка выше, чем при трении; 2) в уплотнительном
стыке возможно контактирование всех неровностей,
что требует описания всей опорной кривой профиля, а
не только ее начальной части; 3) не учитывается выдав-
ливание материала в межконтактное пространство при
упругопластическом контакте.

Поэтому для описания уплотнительного стыка тре-
буется модель шероховатой поверхности, адекватно
описывающая реальную поверхность и соответствую-
щая всей опорной кривой, а не только ее начальной
части. Кроме этого, для повышения точности расчета
контактных характеристик в дискретной модели шеро-
ховатой поверхности должно учитываться реальное
распределение размеров микронеровностей.

Герметичность уплотнительных соединений обеспе-
чивается нагружением их уплотнительных поверхностей
контактными давлениями и в значительной мере зависит
от контактного взаимодействия шероховатых поверхно-
стей, которое характеризуется видом контакта, сближени-
ем поверхностей, относительной площадью контакта и
плотностью зазоров в стыке [3]. Для герметизации сред с
высокими энергетическими параметрами (давлением
свыше 40 МПа и температурой свыше 300 оС) в основном
используют металлические материалы.

При расчете перечисленных выше контактных ха-
рактеристик широкое применение находит дискретная
модель шероховатости в виде набора сферических сег-
ментов, распределение которых по высоте соответству-
ет кривой  опорной поверхности шероховатого слоя [3],
для описания которой используется регуляризованная
неполная бета-функция. В большинстве случаев кон-
такт металлических шероховатых поверхностей явля-
ется упругопластическим [4], поэтому при определении
контактных характеристик следует учитывать парамет-
ры упрочняемости материала [3]. При этом возможно
внедрение сферических неровностей в менее твердую
поверхность или сплющивание  сферических неровно-
стей более твердой поверхностью.  В работе [2] автор
полагает, что параметры контактного взаимодействия в
указанных случаях примерно одинаковы. При чисто
упругой деформации в контакте справедливость такого
подхода не вызывает сомнений, но при упругопласти-
ческой деформации он не является очевидным и нуж-
дается в дополнительном исследовании [5]. В этой
связи практический интерес для задач герметологии
вызывает сравнение зависимостей относительных
площадей контакта от нагрузки при внедрении и
сплющивании сферических неровностей шероховатых
поверхностей.

Так как контакт двух шероховатых поверхностей
можно рассматривать как контакт эквивалентной шеро-
ховатой поверхности с гладкой [2], в настоящей работе
сравним контакты жесткой  шероховатой поверхности с
упругопластическим полупространством и жесткой
гладкой поверхности — с шероховатой поверхностью.
Вначале рассмотрим внедрение и сплющивание от-
дельных сферических неровностей.

Контактирование отдельной сферической неров-
ности. Анализ методов расчета упругопластической
деформации при внедрении сферической неровности
подробно рассмотрен в работе [3], где отмечено, что
закономерности упругопластического контакта недос-
таточно изучены, а некоторые предлагаемые решения
требуют уточнений и усовершенствований. Одной из
важных проблем при этом является учет упрочнения
материала и описание эффектов «sink-in – pile-up» (уп-
ругого продавливания и пластического вытеснения
материала). С ростом приложенной нагрузки различают
области ограниченной и развитой упругопластичности
[6, 7], однако единого мнения о границах областей не
существует. Поэтому представляет определенный инте-
рес описание областей упругопластичности одним
выражением.

При описании упругопластического упрочняемого
материала широко используется степенной закон Хол-
ломона (Hollomon’s power law):

( )



ε>εεεσ
ε≤εε

=σ ,,
,,

y
n

yy

yE
(1)

где n — экспонента упрочнения; Eyy σ=ε , yσ —

предел текучести; E — модуль упругости.
Значение экспоненты упрочнения n можно опреде-

лить по параметрам условной диаграммы растяжения
согласно [3].

Подход авторов к описанию внедрения сферы в раз-
ных областях  упругопластичности одним выражением
изложен в работах [8; 9]. Суть метода заключается в при-
менении диаграммы кинетического индентирования и
метода подобия деформационных характеристик. При
этом используется понятие пластической твердости [10]
как характеристики сопротивления материала контактной
пластической деформации. Пластическая твердость пред-
ставляется в виде:

yyh nKHD σ⋅ε= ),( , (2)

где ),( nK yh  — параметр, определенный методом дву-

кратного вдавливания [3] с использованием результатов
конечно-элементного анализа внедрения сферы в упру-
гопластическое упрочняемое полупространство [11, 12].

В работе [8] с целью обобщения результатов иссле-
дований зависимости P – h (усилие – перемещение)
приведены к виду k – δ , где yPPk = , yhh=δ . Крити-

ческое усилие yP и величина внедрения yh соответст-
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вуют появлению пластической деформации в припо-
верхностном слое. Согласно [13], это происходит при
достижении максимального давления в центре площад-
ки контакта величины:

yyKp σ=max , (3)

где 613.1=yK для коэффициента Пуассона 3.0= .

Тогда при внедрении сферы радиусом R критиче-
ские усилие yP и величина внедрения yh равны:
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где ∗σ=ε Eyy , ∗E — приведенный модуль упругости.

Более простым для расчета контактных характери-
стик при внедрении сферы радиусом R является выра-
жение из работы [12]:

( )AB
A
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ep he

R
h

e
RE

P
P −−
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



== 2 , (5)

где epP — приложенное усилие; h — величина внедре-

ния; ( )nAA y ,ε= ; ( )nBB y ,ε= ; Rhh = .

Полученные в [9] зависимости k – δ для разных об-
ластей упругопластичности представлены в виде:

),(),( n
yi

yinBk εγδ⋅ε= . (6)

Для определения глубины ch , по которой происхо-
дит контакт сферы с материалом полупространства,
следует использовать результаты работы [14]:

( ) 122
2 2 −== NNc hM

h
h

c ,                     (7)

где ( )nMM y ,ε= ; ( )n,NN yε= .

Фактическая площадь контакта при внедрении:

22 RhcAr π= . (8)

В ряде работ [15–17] для учета упрочнения мате-
риала при упругопластическом контакте использовался
эмпирический закон Майера, который устанавливает
связь между усилием при вдавливании сферы и диа-
метром отпечатка. В работах [16, 17] подчеркивается
влияние индивидуальных физико-механических
свойств реальных материалов на особенности форми-
рования контактных упругопластических деформаций.
Однако при этом в явном виде характеристики упруго-
пластического упрочняемого тела не учитываются, что
является недостатком данного подхода. Этот недоста-
ток устранен в работах [18, 19], в которых авторы ис-
пользовали взаимосвязь индекса Майера с экспонентой
упрочнения [20, 21]. Полученные зависимости хорошо

согласуются с результатами конечно-элементного ана-
лиза [12] и с экспериментальными данными [22].

Сплющивание сферы жесткой плоской поверхно-
стью менее изучено. В основном для этого использует-
ся конечно-элементное моделирование. Для упругого
идеально пластичного материала авторами [23, 24]
предложены удобные для практического использования
выражения:
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где iB , iγ , iC , iλ — константы для разных диапазо-
нов значений yhh ; используемые в [24] значения

критических yP и yh практически совпадают с опре-

деляемыми по выражениям (4).
Предложенный подход был развит авторами [25],

которые получили аналогичные зависимости для упру-
гопластического упрочняемого материала, описываемо-
го выражениями (1). При изменении экспоненты уп-
рочнения от 0 до 1 свойства материала изменяются от
упругих идеально пластичных до упругих.

Относительное усилие при сплющивании сферы:

( ) i
yiy hhBPP = , (10)

где 96081.007598.0)(11 +−== nnBB ,

43352.110725.0)(11 +=γ=γ nn , для 61 ≤≤ yhh ;

68998.182815.0)(22 +−== nnBB ,

21111.131831.0)(22 +=γ=γ nn , для 1106 ≤≤ yhh .
Фактическая площадь контакта при сплющивании:

( ) i
yiyr hhCAA = , yy RhA π= , (11)

где 13173.101763.0)(11 +−== nnCC ,

03997.104715.0)(11 +=λ=λ nn , для 61 ≤≤ yhh ;

94066.023235.0)(22 +== nnCC ,

14559.118325.0)(22 +=λ=λ nn , для 1106 ≤≤ yhh .
Выражения (10) и (11) описывают соответствующие

характеристики для разных областей упругопластично-
сти и по своему виду аналогичны выражению (6).

В дальнейшем, с целью упрощения сравнения ха-
рактеристик контакта при внедрении и сплющивании
сферы, будем использовать выражения (5), (7), (8) и
(10), (11).

На рис. 1 представлены зависимости приведенной
площади контакта ( )2RAA rr π= от относительной
нагрузки P при внедрении и сплющивании сферы для
разных значений параметров упрочнения yε и n .



Системы Методы Технологии. П.М. Огар и др. Относительная площадь … 2018 № 1 (37) с. 12-17

15

a)

b)
Рис. 1. Зависимости PAr − для разных значений парамет-
ров упрочнения

Внедрение и сплющивание неровностей шерохо-
ватой поверхности. Воспользуемся дискретной моде-
лью шероховатости, приведенной в [3]. Неровности
представим в виде набора одинаковых сферических
сегментов радиусом ( )max

2 2 RaR c = , основанием ca и
высотой maxRω . Для описания кривой опорной по-
верхности используем регуляризованную неполную
бета-функцию:

( ) ( )
( )qp

qp
,
,

Β
Β

=εη ε , (12)

где ( )qp,εΒ , ( )qp,Β — соответственно неполная и
полная бета-функции; плотность функции распределе-
ния неровностей по высоте описывается выражением:
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где p и q — параметры бета-функции, которые опреде-
ляются высотными параметрами шероховатости;

( )qpps +=ε ; sε−=ω 1 .
При использовании выражений (5), (7), (10) и (11)

для i-й неровности шероховатой поверхности следует
учитывать, что:

( ) maxRuhi −ε= , (14)
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где ε — относительное сближение; u — исходное
расстояние до вершины i-й неровности.
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Суммируя усилия и площади по всем неровностям
при внедрении шероховатой поверхности, получим:
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При сплющивании шероховатой поверхности:
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Условие перехода границы области упругопластич-
ности 6≤yhh в выражениях (10) и (11) для отдельной
сферической неровности в выражениях (19) и (20) сле-
дует представить в виде:

( )2

8
3

2 yy fKu π≤
ω
−ε . (21)

На рис. 2 представлены зависимости относительной
площади контакта η от относительной нагрузки

yqq σ=σ при внедрении жесткой шероховатой по-

верхности в упругопластическое упрочняемое полу-
пространство и при сплющивании неровностей шеро-
ховатой поверхности жесткой гладкой поверхностью
для разных значений параметров упрочнения yε и n .
Значения параметров кривой опорной поверхности:

5.3,5.3 == qp .
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a)

b)

Рис. 2. Зависимости σ−η q для разных значений параметров
упрочнения

Заключение
1. Как показано на рис. 1, значения приведенной

площади контакта rA при внедрении и сплющивании
сферы отличаются незначительно. Причем, в зависимо-
сти от сочетания значений параметров упрочнения,
приведенная площадь контакта при внедрении может
быть больше или меньше, чем при сплющивании. С
ростом пластичности материала (уменьшением значе-
ний параметров yε и n ) значения приведенной площа-
ди контакта увеличиваются. Более эффективным явля-
ется уменьшение значения yε .

2. При взаимодействии шероховатой поверхности с
гладкой при одинаковой нагрузке относительная пло-
щадь контакта при сплющивании всегда больше, чем
при внедрении. При одинаковых параметрах упрочне-
ния диапазон разброса значений относительной пло-
щади контакта значительно меньше аналогичного диа-
пазона разброса значений приведенной площади кон-
такта отдельной неровности.

3. Увеличение относительной площади контакта
способствует улучшению герметичности соединений.
Однако для оценки эффективности этой контактной
характеристики нужен комплексный анализ совместно
с другой важной контактной характеристикой — плот-
ностью зазоров в уплотнительном стыке. Такой анализ
для внедрения жесткой шероховатой поверхности в
упругопластическое упрочняемое  полупространство
приведен авторами [3]. Поэтому одной из задач даль-
нейших исследований авторов будет определение плот-
ности зазоров в стыке при сплющивании неровностей
шероховатой поверхности.

4. Важной задачей герметологии является прогнози-
рование герметичности соединений при возможной
разгрузке уплотнительного стыка. Такие исследования
проведены для случая внедрения жесткой шероховатой
поверхности в упругопластическое упрочняемое полу-
пространство [26, 27]. Решение аналогичной задачи
также планируется для случая сплющивания неровно-
стей шероховатой поверхности жесткой гладкой по-
верхностью.
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