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Ранее опубликованная работа автора о новой качественной теории качения обобщается на случаи криволинейного дви-
жения колеса с возможностью верчения. Принципиальное отличие новой теории от всех существующих заключается в том,
что силовые факторы (сила сопротивления и моменты сопротивления качению и верчению) определяются не через контакт-
ные напряжения, а через кинематические величины — скорость проскальзывания, угловые скорости качения и верчения. Тем
самым в новой теории впервые удалось учесть динамику процесса в пятне контакта между колесом и полотном дороги, не
определяя при этом контактные напряжения. В качестве примеров применения теории приведено описание моделей, введен-
ные акад. РАН В.Ф. Журавлевым и Д.М. Климовым для изучения явления шимми. На этих примерах, в частности, показаны
основные отличия новой теории от теории поликомпонентного сухого трения. Так, теорию поликомпонентного сухого тре-
ния следует считать сильно формализованной, в ней отсутствует ясность понимания физического смысла в присутствии
отдельных кинематических величин в аналитических выражениях для силовых факторов; используются полуэмпирические
соотношения для контактных напряжений, например, в виде закона Герца, что приводит к неточностям теории; применяе-
мые формулы для определения коэффициентов аппроксимации вызывают сомнения, так как в них не учтены динамические
законы для нормальных напряжений. Новая теория является качественной: присутствие каждой кинематической величины в
формулах для силовых факторов имеет вполне определенный физический смысл; исключается использование эмпирических
соотношений; нет необходимости в применении закона Кулона в дифференциальной форме; определение коэффициентов ап-
проксимации предусматривается только экспериментальным путем. Кроме того, в новой теории выбран иной, более общий и
удобный в применении вид аппроксимации Паде. Отмеченное, по-видимому, и объясняет различия в формулах теории поли-
компонентного сухого трения с тем, что предлагает новая качественная теория. Итоговые уравнения весьма существенно
отличаются от прежних, записанных авторами этих моделей в соответствии с теорией поликомпонентного сухого трения.
Фактически, рассматриваемые модели описаны совершенно по-новому.
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The previously published work of the author on a new qualitative theory of rolling is generalized to cases of curvilinear wheel mo-
tion with the possibility of turning. The fundamental difference between the new theory and all existing ones is that the force factors (the
resistance force and the moments of rolling resistance and torsion) are determined not through contact stresses, but through kinematic
quantities - slip velocity, angular rolling and rolling speeds. Thus, in the new theory for the first time it was possible to take into account
the dynamics of the process in the contact spot between the wheel and the roadway, without determining the contact stresses. As an
example of the application of the theory, there is a description of the models introduced by V.F. Zhuravlev (academician of RAS) for
studying the phenomenon of shimmy. These models, in particular, show the main differences between the new theory and the theory of
polycomponent friction. Thus, the theory of polycomponent friction should be considered highly formalized, it lacks clarity in under-
standing the physical meaning of the presence of individual kinematic quantities in analytical expressions for force factors; semiempiri-
cal relations for contact voltages are used, for example, in the form of Hertz's law, which leads to inaccuracies in the theory; the formu-
las used to determine the approximation coefficients raise doubts, since they do not take into account dynamic laws for normal stresses.
The new theory is qualitative: the presence of each kinematic quantity in the formulas for force factors has a quite definite physical
meaning; the use of empirical relationships is excluded; there is no need to apply the Coulomb law in a differential form; the determina-
tion of the approximation coefficients is provided only by an experimental method. In addition, in the new theory a different, more gen-
eral and convenient type of Padé approximation is chosen. This, apparently, explains the differences in the formulas of the theory of
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polycomponent friction with what the new qualitative theory suggests. The resulting equations are very different from the previous equa-
tions written in accordance with the theory of polycomponent friction developed by the author of these models. In fact, the models in
question are described in a completely new way.

Key words: wheel; rolling theory; shimmy effect; rolling friction; the Pade approximant; polycomponent theory of friction.

Введение
При описании процесса качения колеса опреде-

ляющими являются силовые компоненты — сила со-
противления, моменты сопротивления качению и вер-
чению, которые возникают в пятне контакта со сторо-
ны полотна дороги. Все существующие на сегодняш-
ний день теории качения основываются на непосредст-
венном определении этих силовых компонент через
возникающие контактные напряжения (см. обзоры [1–
3]). Это является весьма трудной задачей: во время
движения колесá изменяются по заранее неизвестным
законам как сами напряжения, так и размеры пятна
контакта; эти законы необходимо знать при интегриро-
вании, когда определяются результирующие силовые
компоненты. Здесь следует иметь в виду, что для опре-
деления законов изменения напряжений и размеров
пятна контакта надо знать, как движется колесо, а для
определения закона движения колеса — знать, как из-
меняются напряжения и пятно контакта.

Таким образом, рассматриваемые вопросы взаимо-
связаны и по отдельности друг от друга не решаются.
Очевидно, что при таком подходе найти точные реше-
ния для исходной задачи не удастся. Чтобы найти при-
ближенные решения, в существующих теориях вынуж-
дены вводить полуэмпирические, обычно стационар-
ные, законы для контактных напряжений, например, в
виде закона Герца [4, 5], а форму пятна контакта при-
нимать усредненно постоянной, в виде эллипса или
окружности. И даже при введении таких упрощающих
гипотез нахождение силовых компонент приводит к
сложным интегральным зависимостям [6, 7], что созда-
ет трудности в их использовании. Выбранный метод
приближенного аналитического или численного опре-
деления силовых компонент через такие зависимости и
составляет главное отличие теорий друг от друга [1–3].

Так, в теориях Картера [8, 9] и Калкера [10–13] для
задач железнодорожного транспорта за основу берутся
численные методы и разработанные на их основе ком-
пьютерные программы Contact и Fastsim, а в автомо-
бильном транспорте используются Magic Formula Па-
сейки [14] и методы расчета, основанные на щеточных,
ленточных, струнных и других моделях [1, 2, 15]. В
теории поликомпонентного сухого трения, созданной
акад. РАН В.Ф. Журавлевым [16–18], применяется
приближенно-аналитический метод, основанный на
использовании аппроксимации Паде [19], где в отличие
от других теорий принимается во внимание нарушение
закона Кулона при скольжении тела с верчением [20].

Следует признать, что, при всех новаторствах этой
теории по сравнению с другими, она сильно формали-
зована. Отсутствует ясность понимания физического
смысла в присутствии отдельных кинематических ве-
личин — скорости проскальзывания и угловых скоро-
стей качения и верчения, в аналитических выражениях
для силовых компонент. Вызывают сомнения приме-
няемые формулы для определения коэффициентов ап-

проксимации [16–18; 21, 22, 24–28], так как в них не
учтены динамические законы для нормальных напря-
жений.

Новая теория качения [23], созданная автором дан-
ной статьи, имеет следующее принципиальное отличие
от всех существующих теорий: сила сопротивления и
моменты сопротивления качению и верчению — сило-
вые компоненты — определяются не через контактные
напряжения, как это принято делать, а через кинемати-
ческие величины — скорость проскальзывания, угло-
вые скорости качения и верчения. Тем самым в новой
теории впервые удалось учесть динамику процесса в
пятне контакта между колесом и полотном дороги, не
определяя при этом контактные напряжения, т. е. ди-
намика учитывается не напрямую, а косвенным путем
и, что существенно, без использования каких-либо эм-
пирических соотношений. Важно и то, что новая тео-
рия строится не на формальной основе, а исходя из
качественной стороны описываемых процессов, когда
присутствие каждой кинематической величины в фор-
мулах для силовых факторов имеет вполне определен-
ный физический смысл. Отпадает необходимость и в
применении закона Кулона в дифференциальной фор-
ме, что было необходимо в теории поликомпонентного
сухого трения [16–18, 21, 22, 24–28] при определении
силовых факторов через контактные напряжения.

В новой теории выбран иной, более общий и удоб-
ный в применении вид аппроксимации Паде, а опреде-
ление коэффициентов аппроксимации предусматрива-
ется только экспериментальным путем. В данной рабо-
те новая качественная теория качения обобщается на
случаи криволинейного движения колеса с возможно-
стью верчения, что для наглядности показано на при-
мерах описания моделей [24–28], созданных В.Ф. Жу-
равлевым и Д.М. Климовым для изучения явления
шимми в предположении, что силы сухого трения иг-
рают здесь определяющую роль. На этих примерах, в
частности, показаны основные отличия новой теории
от теории поликомпонентного сухого трения. Следует
отметить, что проблеме шимми посвящено много работ
(см., например, [29–32]) ввиду важности этого вопроса
для авиации.

Обобщения новой качественной теории качения
колеса. При построении качественной теории качения
будем исходить из следующих экспериментальных
данных:
 В пятне контакта колеса с полотном дороги обра-

зуются две зоны: зона сцепления, где точки соприкос-
новения колеса и дороги по отношению друг к другу
неподвижны и в пределах которой колесо совершает
качение; зона скольжения, где точки соприкосновения
движутся относительно друг друга и в пределах кото-
рой колесо совершает проскальзывание [33].
 При увеличении движущего или тормозного мо-

мента зона проскальзывания увеличивается до тех пор,
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пока не наступит полное скольжение, а зона сцепления
исчезнет [33]; справедливо и обратное.
 При качении колеса может наблюдаться псевдо-

скольжение [6, 7, 33] — когда в зоне сцепления возни-
кают упругие деформации, приводящие к тому, что
поступательная скорость центра колеса не равна его
окружной скорости; перемещения, возникающие за
счет упругой деформации, называются крипом.
 При верчении в зоне скольжения возникают и по-

воротные проскальзывания [6, 7], и поэтому зону
скольжения в дальнейшем логичнее называть зоной
скольжения – верчения.

В дополнение к перечисленным фактам можно
предположить, что на поперечные размеры зоны
скольжения – верчения влияет и угловая скорость вер-
чения — чем больше скорость, тем больше должна
быть ширина этой зоны и наоборот; продольные разме-
ры для верчения роли не играют. Кроме того, будем
иметь в виду следующее: при неизменности общей
площади зоны скольжения – верчения увеличение по-
перечных размеров ведет к уменьшению продольных;
справедливо и обратное — увеличение продольных
размеров приводит к уменьшению поперечных. Умест-
но допустить: относительные скорости скольжения в
продольном или поперечном направлениях будут тем
больше, чем больше соответствующий размер зоны
скольжения – верчения; зона сцепления в направлении
качения будет расти при увеличении угловой скорости
качения колеса (нет места для разгона — нет скорости).
Можно предположить, что при верчении, аналогично
пвсевдоскольжению, возникает пвсевдоверчение —
поворотные перемещения в зоне сцепления, не дейст-
вительные, а как результат упругих деформаций, про-
исходящих в этой зоне.

Для случая прямолинейного движения колеса без
возможности верчения новая теория качения была
представлена в работе автора [23]. В данной работе эта
теория обобщается на случаи криволинейного движе-
ния колеса с возможностью верчения. Как и ранее, бу-
дем полагать, что плоскость колеса во время движения
остается перпендикулярной к полотну дороги, и будем
считать, что при наличии проскальзывания и верчения
— одновременно или по отдельности — во время каче-
ния будут справедливы следующие гипотезы-
предположения:

1. Зона скольжения – верчения может состоять либо
одновременно из областей скольжения и верчения, ко-
торые по размерам и положению полностью совпадают
друг с другом, либо только из одной области скольже-
ния или верчения.

2. Область скольжения растет при увеличении ско-
рости скольжения: увеличение скорости в продольном
направлении, по направлению качения, приводит к
росту длины этой зоны, а увеличение скорости в попе-
речном направлении — к росту ее ширины; справедли-
во и обратное — уменьшение скорости в продольном
или поперечном направлении приводит к уменьшению
соответственно длины или ширины области скольже-
ния.

3. Область верчения растет при увеличении угловой
скорости верчения и наоборот — уменьшается при за-
медлении верчения.

4. При возрастании угловой скорости верчения про-
исходит увеличение зоны скольжения – верчения в по-
перечном направлении (продольный размер на верче-
ние не влияет), а при уменьшении — укорочение этой
зоны в поперечном направлении.

5. Протяженность зоны сцепления в направлении
качения растет при росте угловой скорости качения
колеса и наоборот — убывает при уменьшении угловой
скорости.

6. Размеры пятна контакта колеса с полотном доро-
ги неизменны, что означает: увеличение зоны скольже-
ния – верчения может происходить только за счет
уменьшения зоны сцепления и наоборот — уменьше-
ние зоны скольжения – верчения происходит только
при росте зоны сцепления.

7. Справедливость модели сухого трения Кулона
для скольжения, качения и верчения, когда они присут-
ствуют по отдельности.

Аналитические выражения для силовых компонент
в зависимости от кинематических величин будут запи-
саны с помощью аппроксимации Паде [19], используя
качественную сторону процесса качения и сформули-
рованные гипотезы-предположения. Для наилучшей
наглядности такие зависимости будут вводиться на
примере работы одной из моделей В.Ф. Журавлева –
Д.М. Климова (в дальнейшем — модели Ж.–К.), соз-
данных для изучения явления шимми.

Аналитические зависимости для силовых ком-
понент сопротивления качению колеса. Будем рас-
сматривать одну из базовых моделей Ж.–К. для изуче-
ния явления шимми [24–26], где силы сухого трения
играют определяющую роль (рис. 1). Здесь предполага-
ется, что колесо радиуса R крепится к самолету при
помощи вертикальной стойки длиной l , обладающей
одинаковой изгибной упругостью p в направлении
ортогональных осей x , y и упругостью q на кручение
вокруг вертикальной оси z . Скорость самолета при
посадке в направлении оси x предполагается постоян-
ной и равной V ; при качении, определяемом углом
поворота β , считается, что колесо может проскальзы-
вать и совершать верчение вокруг оси z , характери-
зуемое углом γ . Пятно контакта (рис. 2) имеет две зо-
ны — сцепления (не заштрихована) и скольжения –
верчения (заштрихована). Направление пятна контакта
определяется направлением качения колеса через угол
 , который устанавливает разворот колеса по отноше-
нию к оси x в результате верчения в каждый момент
времени (в оригинальной версии модели Ж.–К. пред-
полагалось, что направление качения колеса неизменно
и направлено строго по оси x ). Направление скорости
проскальзывания  колеса относительно полотна до-
роги имеет направление, противоположное направле-
нию силы сопротивления качению cF , и определяется

по формуле: β−
γ

=υ R
cos

V , причем ;cosRVx γβ−=υ 

γβ−γ=υ sinRVtgy
 . Здесь и далее точка означает диф-

ференцирование по времени t . Таким образом, для
рассматриваемой модели кинематическими величина-
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ми будут являться γβυ  ,, или имеющие одинаковую

размерность величины γεβευ ,, , где  определяет
средний радиус пятна контакта.

V



x

y

z






Рис. 1. Модель В.Ф. Журавлева – Д.М. Климова для изучения
явления шимми

cF

x

y




V

x

y

Рис. 2. Пятно контакта между колесом и полотном дороги

Принимая во внимание, что кинематические вели-
чины могут менять свой знак, силовые компоненты
аналитически можно представить в таком виде:
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где −baba ˆ,ˆ,,,,  коэффициенты аппроксимации, ко-
торые определяются экспериментально; −,f коэф-
фициенты трения соответственно скольжения и каче-
ния, которые определяются согласно закону Кулона,
справедливость которого предполагается для скольже-
ния, верчения и качения, когда они присутствуют
порознь:
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считается, что трение скольжения – качения покоя не
равно трению скольжения – качения движения. Заме-
тим также, что −000 zM,M,F определяют в выраже-
ниях (1) – (3) наибольшие по модулю значения соот-
ветственно для силы сопротивления cF , моментов со-
противления качению cM и верчению zM . Приведем
качественное обоснование для приведенных формул
(1) – (3).

1. Аналитическая зависимость
∆+βε+γκε+υ

∆+υ
 b

в

формуле (1) определяет, какая часть от значения 0F

приходится на силу сопротивления cF в текущий мо-
мент проскальзывания колеса. Качественно эта анали-
тическая зависимость означает: при росте площади
зоны скольжения – верчения будет возрастать по моду-
лю и сила сопротивления cF , так как при росте площа-
ди будет увеличиваться и доля давления, которая при-
ходится на данную зону, от общего давления, пере-
дающегося через пятно контакта колеса на дорогу;
справедливо будет и обратное. Аналитическую зависи-
мость можно трактовать и как коэффициент, опреде-
ляющий, какая часть от площади пятна контакта при-
ходится в данный момент на область скольжения.
Здесь следует исправить неточность, допущенную
ранее автором в первоначальной версии новой тео-
рии качения [23]: при объяснении аналитической за-
висимости для силы сопротивления cF утверждалось,
что эта сила согласно закону Кулона не зависит от раз-
меров зоны скольжения. Это утверждение является
верным при условии постоянства силы давления, при-
ходящейся на данную зону — что как раз и не выпол-
няется при качении с проскальзыванием, как было от-
мечено выше. Поэтому для объяснения прямой про-
порциональной зависимости силы сопротивления каче-
нию от площади зоны проскальзывания не надо при-
влекать силы крипа, это было лишнее. Итак, если
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const=γ , то при росте  и уменьшении β происходит
увеличение протяженности зоны скольжения – верче-
ния в продольном направлении согласно гипотезам 1–
6, и значение cF будет увеличиваться; при уменьшении

 и росте β будет наоборот — падение протяженности
зоны скольжения – верчения в продольном направле-
нии и cF будет уменьшаться. Если const≠γ , то уве-
личение γ будет вносить поправку, согласно гипотезе
4, в сторону уменьшения cF , а уменьшение γ — на-
оборот в сторону увеличения. Далее отметим такие
частные случаи:

a) при 0≡γ формула (1) дает аналитическую за-
висимость для продольной силы трения в случае отсут-
ствия верчения — такой вариант движения рассматри-
вался первоначально в новой теории качения колеса
[23]. Это, в частности, означает, что при качении с про-
скальзыванием продольная сила сопротивления не бу-
дет являться постоянной величиной, как это прописано
в других теориях, включая и теорию поликомпонент-
ного сухого трения;

b) при 0≡β формула (1) дает аналитическую за-
висимость для продольной силы сопротивления cF в
случае отсутствия качения (чистое скольжение с вер-
чением) — аналог продольной силы сопротивления в
теории поликомпонентного сухого трения при сколь-
жении с верчением [16];

c) при 0≡ формула (1) дает аналитическую за-
висимость для продольной силы сопротивления в слу-
чае заклинивания проскальзывания (качение с кратко-
временными остановками, во время которых происхо-
дит верчение при отсутствии скольжения);

d) при 0≡γ≡β  формула (1) будет выражать закон
Кулона при чистом скольжении.

Обычно такая сила сопротивления качению либо
считается постоянной, либо, как это делается в теории
поликомпонентного сухого трения, считается зависи-
мой от  и γ для случаев скольжения с верчением.
Итак, согласно формуле (1) сила сопротивления каче-
нию cF должна быть прямо пропорциональна скорости
скольжения и обратно — угловым скоростям качения и
верчения, так как в этом случае будет возрастать про-
тяженность зоны скольжения – верчения. Сила сопро-
тивления будет расти за счет увеличения силы давле-
ния, приходящейся на эту зону, т. е. пропорционально
ее площади. Кроме того, здесь учитывается, что увели-
чение угловой скорости верчения может происходить
при увеличении поперечных размеров зоны скольже-
ния – верчения, что должно привести к уменьшению
размеров в продольном направлении, т. е. сила сопро-
тивления должна быть обратно пропорциональна и от
угловой скорости верчения.

2. В формуле (2) аналитическая зависимость

∆+υ+γκε+βε

∆+βε

a



определяет, какая часть от значе-

ния 0M приходится на момент сопротивления каче-

нию cM для текущего момента времени качения коле-
са. Качественно эта аналитическая зависимость означа-
ет: при росте площади зоны сцепления будет расти по
модулю и момент сопротивления качению cM , так как
возрастание протяженности области сцепления будет
увеличивать плечо для пары сил, создающих момент
трения качения, а значит, и значение самого момента;
справедливо будет и обратное. Аналитическую зависи-
мость можно трактовать и как коэффициент, опреде-
ляющий, какая часть от площади пятна контакта, при-
ходится в данный момент на зону сцепления. Далее —
по аналогии с пунктом 1: если const=γ , то при росте

β и уменьшении  происходит увеличение протяжен-
ности зоны сцепления в продольном направлении со-
гласно гипотезам 1–6, и значение cM будет увеличи-

ваться; при уменьшении β и росте  будет наоборот
— падение протяженности зоны сцепления в продоль-
ном направлении, и cM будет уменьшаться. Если

const≠γ , то увеличение γ будет вносить поправку,
согласно гипотезе 4, в сторону уменьшения cM , а
уменьшение γ — наоборот в сторону увеличения. От-
метим случаи:

a) при 0≡γ формула (2) дает аналитическую зави-
симость для момента сопротивления качению в случае
отсутствия верчения — такой  вариант движения рас-
сматривался первоначально в новой теории качения
колеса [23]. Это, в частности, означает, что при каче-
нии с проскальзыванием момент сопротивления каче-
нию не будет являться постоянной величиной, как это
прописано в других теориях, включая и теорию поли-
компонентного сухого трения;

b) при 0≡ формула (2) дает аналитическую зави-
симость для момента сопротивления качению cM в
случае отсутствия скольжения (качение с верчением);

c) при 0≡β формула (2) дает аналитическую зави-
симость для момента сопротивления качению в случае
заклинивания качения (кратковременные остановки
качения, во время которых происходит скольжение с
верчением);

d) при 0≡γ≡υ  формула (2) будет выражать закон
Кулона при чистом качении.
Обычно принято считать, что момент трения качения
постоянен, включая и случай качения с проскальзыва-
нием. Лишь иногда уточняется значение коэффициента
трения качения, например, используя для этого закон
Герца [4] и идею того, что качение вызывает деформа-
цию диаграммы распределения нормальных напряже-
ний в контакте [5, 16, 21, 22, 24–26, 28], при этом сама
диаграмма считается стационарной. Итак, согласно
формуле (2) момент трения сопротивления качению

cM должен быть прямо пропорционален угловой ско-
рости качения и обратно — скорости проскальзывания
и угловой скорости верчения, так как в этом случае
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будет увеличиваться протяженность зоны сцепления в
направлении качения.

3. Аналитическая зависимость
∆+βε+υ+γε

∆+γε




b̂â
в

формуле (3) определяет, какая часть от значения 0zM

приходится на момент сопротивления верчению zM
для текущего момента времени качения колеса с вер-
чением. Качественно эта аналитическая зависимость
означает: при росте площади зоны скольжения – вер-
чения (области верчения) будет возрастать по модулю
и момент сопротивления верчению zM , так как при
росте площади, как это уже отмечалось ранее, будет
увеличиваться и та доля давления, которая приходится
на данную зону, от общего давления, передающегося
через пятно контакта колеса на дорогу; справедливо
будет и обратное. Аналитическую зависимость можно
трактовать и как коэффициент, определяющий, какая
часть от площади пятна контакта приходится в данный
момент на область верчения. Итак, если const= , то
при росте γ и уменьшении β происходит увеличение
протяженности зоны скольжения – верчения в попе-
речном направлении согласно гипотезам 1–6, и значе-
ние zM будет увеличиваться; при уменьшении γ и

росте β будет наоборот — падение протяженности зо-
ны скольжения – верчения в поперечном направлении,
и zM будет уменьшаться. Если const≠υ , то увеличе-
ние  будет вносить поправку, согласно гипотезе 2, в
сторону уменьшения zM , а уменьшение  — наобо-
рот, в сторону увеличения. Далее отметим такие част-
ные случаи:

a) при 0≡β формула (3) дает аналитическую за-
висимость для момента сопротивления верчению в
случае отсутствия качения — аналог момента сопро-
тивления в теории поликомпонентного сухого трения
при скольжении с верчением [16];

b) при 0≡υ формула (3) дает аналитическую за-
висимость для момента сопротивления верчению в
случае качения, при отсутствии скольжения — анало-
гов для такого момента трения верчения нет;

c) при 0≡γ формула (3) дает аналитическую за-
висимость для момента сопротивления верчению в
случае качения, при заклинивании верчения (качение с
кратковременными остановками, во время которых
происходит скольжение при отсутствии верчения);

d) при 0≡υ≡β формула (3) будет выражать за-
кон Кулона при чистом верчении.

Обычно момент сопротивления верчению считается
постоянной величиной, а в теории поликомпонентного
сухого трения считается зависимым только от υ и γ .
Итак, согласно формуле (3) момент сопротивления
верчению zM должен быть прямо пропорционален
угловой скорости верчения и обратно — угловой ско-
рости качения и скорости проскальзывания, так как в
этом случае будет возрастать протяженность зоны
скольжения – верчения. Момент сопротивления верче-

нию будет расти за счет увеличения силы давления,
приходящейся на эту зону, т. е. пропорционально ее
площади. Кроме того, здесь учтено: увеличение угло-
вой скорости верчения может происходить при увели-
чении поперечных размеров зоны скольжения – верче-
ния, что должно привести к уменьшению продольных,
т. е. сила сопротивления должна быть обратно пропор-
циональна и от угловой скорости верчения.

Уравнения движения для первой модели. На ос-
новании вышесказанного, для рассматриваемой модели
Ж.–К. для изучения явления шимми (рис. 1), вместо
системы уравнений (4), приведенных в статьях [24–26]
их авторами, следует записать систему (5) согласно
новой качественной теории качения (эти системы
уравнений, для наглядного сравнения, записаны рядом
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γ

=υ RV
cos

):





















+εγ+
β−+γε

γε−=γ+γ

γε+β−
β−+ε−=β

γε+β−π
γεπ−=+

γε+β−
β−−=+

.y
l
RFhF

RVa
MqA

,
bRV

RVRFNhC

,
RV

hFpyym

,
bRV

RVFpxxm

z 0

2

00

0

2

2

0

0

5

5

3215
3





















(4)

























∆+βε+υ+γε

∆+γε
−=γ+γ

∆+βε+γκε+υ

∆+υ

+
∆+υ+γκε+βε

∆+βε
−=β

γ
∆+βε+γκε+υ

∆+υ
−=+

γ
∆+βε+γκε+υ

∆+υ
−=+

.
b̂â
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Здесь m — масса колеса; N — вертикальная реак-
ция; C — полярный момент инерции колеса; A— его
экваториальный момент инерции; h — коэффициент
трения качения с размерностью, обратной размерности
длины [24–26]. Сравнение выписанных уравнений (4) и
(5) говорит об их больших отличиях друг от друга, да-
же для случаев при 1<<γ , когда 1cos,0sin ≈≈ . Пре-
жде всего отметим отсутствие слагаемых

y
l
RF,hF 0

2

0 5
εγ в последнем уравнении системы (5):

линия действия силы сопротивления качению, согласно
новой теории, проходит через начало координат. А
главные отличия заключаются в следующем. Как уже
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отмечалось, при определении силовых компонент на-
прямую через контактные напряжения в теории поли-
компонентного сухого трения возникает необходи-
мость в использовании стационарных полуэмпириче-
ских зависимостей в виде закона Герца, что должно
приводить к неточностям в получении окончательных
результатов. Такие неточности могут носить и качест-
венный характер, когда аналитические выражения для
силовых компонент неправильно учитывают вклад от-
дельных кинематических величин, их взаимосвязь или
даже присутствие или отсутствие отдельной величины.
Это, по-видимому, и является основной причиной рас-
хождения в соответствующих формулах и уравнениях
при описании одной и той же модели с помощью двух
сравниваемых теорий качения. Кроме того, на оконча-
тельный вид выражений для силовых компонент влия-
ет и разница в выбранном виде аппроксимации Паде. В
новой теории качения используется более общий и
удобный в применении вид аппроксимации, позво-
ляющий описывать движение колеса, которое может
чередоваться с кратковременными остановками в каче-
нии, проскальзывании и верчении — по отдельности
или одновременно, в разных сочетаниях. В теории по-
ликомпонентного сухого трения такие кратковремен-
ные остановки исключаются ввиду возможных некор-
ректностей математических выражений для силовых
компонент при нулевых скоростях, что, в частности,
затрудняет проведение численных расчетов. Все это
существенно ограничивает возможности применения
теории поликомпонентного сухого трения для решения
прикладных задач.

Указанные отличия в записанных уравнениях для
рассматриваемой модели подрывают веру в истинность
теории поликомпонентного трения, и их авторам сле-
дует привести соответствующие аргументы для восста-
новления ее доверия. С другой стороны, я как автор
новой теории очень хотел бы надеяться, что приведен-
ные здесь аргументы верны, и качественная теория
является правильной. Разумеется, новая теория нужда-
ется в дополнительной проверке в сравнении с экспе-
риментальными данными.

Исследование уравнений (5) проводить не будем,
это является сложной математической задачей и выхо-
дит за рамки данной статьи.

Уравнения движения для второй модели. В каче-
стве еще одного примера представления новой качест-
венной теории качения рассмотрим другую, более про-
стую модель В.Ф. Журавлева [27] для изучения пвсев-
дошимми (рис. 3) — автоколебаний ведомого колеса в
своей плоскости, возникающих при посадке самолета.
Здесь также предполагается, что колесо радиусом R
крепится к самолету при помощи вертикальной стойки,
обладающей изгибной упругостью p , и во время дви-
жения будет оставаться в вертикальной плоскости. Са-
молет во время посадки движется прямолинейно, с по-
стоянной скоростью V (рис. 3). В качестве обобщен-
ных координат приняты: x — определяет положение
центра колеса; −β определяет угол поворота колеса
вокруг оси, проходящей через центр. Кроме того,
предполагается, что на колесо массой m действует сила

давления, равная N ; C — осевой момент инерции;
xRV  +β−=υ — определяет скорость проскальзыва-

ния колеса относительно полотна дороги. Принимая во
внимание, что в данной модели, по сравнению с пре-
дыдущей, верчение колеса вокруг вертикальной оси z
не учитывается ( )0≡γ , то ранее записанные выражения
для компонентов сил сопротивления примут вид:

;, 000 fNFF
b

FF cc ==
∆+βε+υ

∆+υ
= ≡β

;, 000 NMM
a

MM cc ρ==
∆+υ+βε

∆+βε
= ≡υ



.0≡zM

Их качественная интерпретация здесь весьма оче-
видна, учитывая ранее проведенный анализ введенных
аналитических зависимостей для силовых компонент
для модели с верчением. Учитывая, что здесь рассмат-
ривается прямолинейное движение колеса вдоль оси x
, для данной модели из уравнений (5) сразу следует:
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
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ConstV =
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R

O
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

Рис. 3. Упрощенная модель В.Ф. Журавлева для изучения
псевдошимми

В отличие от работы [27], опишем движение колеса
более подробно, различая случаи чистого качения, чис-
того скольжения и качения с проскальзыванием — что
в рамках теории поликомпонентного сухого трения
сделать не удалось бы, в частности из-за другого, менее
удобного вида аппроксимации Паде для силовых ком-
понент. В работе [27], в отличие от данной работы, для
определения условий возникновения пвсевдошимми
использовалась нелинейная характеристика для силы
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сухого трения в виде разложения в ряд Тейлора, и при-
менялся метод осреднения.

1. В случае чистого качения, когда
( )Vи −β≡≡υ≠β  Rx00 , должно выполняться:

[ ]
⇒







−=β

∈−−=

.MRFC

;f,ffгде,Fpxxm

cc

c


 11-

.NsignRpxqmR βρ−−=β 
0

2 (7)

Здесь .1 2mR
Cq += Окончание режима чистого ка-

чения произойдет тогда, когда одновременно:

pR
Nxи 00 ρ

≤=β , в противном случае, когда

pR
Nxи 00 ρ

>=β , произойдет мгновенная смена на-

правления вращения колеса.
Кроме того, чистое качение может перейти в качение с

проскальзыванием. Условие отсутствия скольжения:

[ ]11,-,01 fffгде
k

fNxp ∈≡− .

Здесь β
∆
ε+= bk 1 — коэффициент динамичности,

определяющий влияние угловой скорости качения на
силу трения. Проскальзывание начнется тогда, когда:











−

ε
∆=β⇒=⇒= 11 11

1 xp
Nf

bxp
Nfk

k
Nfxp

**
*

 ,

где −β
** ,k  критические значения соответственно для

коэффициента динамичности и угловой скорости каче-
ния, при которой начнется проскальзывание колеса.
Тем самым, получаются следующие кинематические
условия для режима чистого качения:

a) при −β<β<
*

0  будет чистое качение;

b) при −β≥β
*
 будет качение с проскальзыванием;

c) при
pR

Nxи 00 ρ≤=β — остановка чистого каче-

ния;

d) при
pR

Nxи 00 ρ
>=β — будет смена направле-

ния вращения колеса.
2. В случае чистого скольжения, когда

( )υ≡≠υ≡β  x00 и , должно выполняться:

 Nsignfpxm 0−−= . (8)

Окончание чистого скольжения произойдет, когда

одновременно:
p
Nfxи 00 ≤=υ . В противном случае,

когда
p
Nfxи 00 >=υ , произойдет лишь мгновенная

смена направления проскальзывания. Чистое скольже-
ние может перейти в режим качения с проскальзывани-
ем. Чтобы установить это, запишем условие отсутствия
качения:

[ ].-0101
1100 ρρ∈ρ=ρ−⇒=ρ−υ ,где,

k
Rf

k
NNRsignf ^^

Здесь 

ak += 1

^
— коэффициент динамичности, оп-

ределяющий влияние скорости скольжения на момент
трения. Качение начнется, когда:







−ρ∆=υ⇒ρ=⇒ρ= 1

0

1

0

11
0 RfaRf

k
k

Rf **
^

*
^ ,

где −*

^
,* k критические значения соответственно для

коэффициента динамичности и линейной скорости
скольжения, при которой начнется качение колеса. В
формуле для определения критической скорости
скольжения должно выполняться: Rf01 >ρ , т. е. тре-
ние качения должно превышать трение скольжения,
что в реальных случаях может быть крайне редко. По-
этому в большинстве случаев чистое скольжение не
может переходить в режим качения с проскальзывани-
ем и заканчивается остановкой. В случае, когда

Rf01 >ρ , получаются следующие кинематические
условия для режима чистого скольжения:

a) при −υ<υ< *0 будет чистое скольжение;

b) при −υ≥υ * будет качение с проскальзыванием;

c) при
p
Nfxи 00 ≤=υ — остановка чистого

скольжения;

d) при
p
Nfxи 00 >=υ — будет смена направле-

ния скольжения.
Отметим, что условие Rf01 >ρ является необходи-

мым условием перехода из режима чистого скольжения
в режим качения с проскальзыванием; в противном
случае колесо не сможет выйти из режима чистого
скольжения и, согласно уравнению (8), могут возни-
кать автоколебания. Итак, условием возникновения
автоколебаний, при котором будет наблюдаться чистое
скольжение, является: Rf01 ≤ρ . При Rf01 >ρ , как
следует из дальнейших выкладок, тоже могут возни-
кать автоколебания, во время которых будет происхо-
дить чередование чистого скольжения и качения с про-
скальзыванием. Действительно, из записанных ниже
уравнений (9) видно, что β может быстро убывать по-
сле входа в режим качения с проскальзыванием, т. е.
будет происходить возвращение в режим чистого
скольжения, после чего этот цикл снова повторится.

Для сравнения заметим, что ранее В.Ф. Журавле-
вым в работе [27] с помощью метода осреднения было
получено: при fR>ρ будут возникать автоколебания в
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виде чистого скольжения при полной блокировке коле-
са. Это сравнение говорит о том, что новая теория дает
более полные результаты.

3. Кратковременные остановки колеса, когда
( ):x00 Vи −≡≡υ≡β 

[ ]
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Последнее равенство определяет условие начала каче-
ния после кратковременной остановки.

4. Качение с проскальзыванием, когда
( )β−=υ≠υ≠β  Rxи 00 :
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Откуда следует:
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Окончание проскальзывания, когда выполняется
одновременно:
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Окончание качения, когда выполняется одновре-
менно:
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Кратковременная остановка, когда выполняется од-
новременно:
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В итоге для описания движения ведомого колеса,
получим следующую систему дифференциальных
уравнений:
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Отметим также, что и предыдущую модель
В.Ф. Журавлева – Д.М. Климова можно описать более
подробно, подобно тому, как это было сделано здесь
для упрощенной модели. Такое описание, в частности,
необходимо для проведения численного моделирова-
ния происходящих процессов.

Выводы
1. Изложены основные принципы новой качествен-

ной теории качения колеса и ее обобщение.
2. Приведено качественное обоснование задания

аналитических выражений для силовых компонент при
различных режимах качения колеса.

3. Модели, введенные В.Ф. Журавлевым и
Д.М. Климовым для изучения явления шимми, где си-
лы сухого трения играют определяющую роль, рас-
смотрены с новых качественных позиций: полученные
уравнения существенно отличаются от ранее приве-
денных в работах [24–27] их авторами. Фактически,
рассматриваемые модели описаны совершенно по-
новому.

4. Приведено сравнение новой качественной теории
с теорией поликомпонентного сухого трения примени-
тельно к вопросам качения колеса, результаты которо-
го вызывают сомнения в справедливости теории поли-
компонентного сухого трения.

5. Получен ряд новых результатов, позволяющих
более точно описывать динамику движения колеса:

a) новая формула (1), определяющая зависимость
силы сопротивления качению от кинематических вели-
чин: сила сопротивления качению cF должна быть
прямо пропорциональна скорости скольжения и обрат-
но — угловым скоростям качения и верчения;

b) новая формула (2), определяющая зависимость
момента сопротивления качению от кинематических
величин: момент сопротивления качению cM должен
быть прямо пропорционален угловой скорости качения
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и обратно — скорости проскальзывания и угловой ско-
рости верчения;

c) новая формула (3), определяющая зависимость
момента сопротивления верчению от кинематических
величин: момент сопротивления верчению zM должен
быть прямо пропорционален угловой скорости верче-
ния и обратно — угловой скорости качения и скорости
проскальзывания.

6. Существенно, что приведенная новая теория ка-
чения применима для описания движения как жестких
колес — например, колес железнодорожного транспор-
та, так и упругих колес — например, колес автомо-
бильного транспорта. Для колес с разными упругими
характеристиками следует использовать в приведенных
формулах (1) – (3) свои коэффициенты аппроксимации,
определяя их значения экспериментальным путем.

Заключение
Аналитические зависимости (1) – (3) для силовых

компонент не вписываются в общепринятые представ-
ления о силах сопротивления при качении, а именно —
их зависимости от угловых скоростей верчения и каче-
ния, скорости проскальзывания. Поэтому вполне есте-
ственно возникали сомнения в правильности получен-
ных результатов, несмотря на то, что новая теория ка-
чения строится логически строго на основе вполне ес-
тественных и правдоподобных предположений-
гипотез. Неожиданная поддержка обнаружилась в ста-
тье акад. РАН В.В. Козлова [34], где в рамках лагран-
жевого формализма и на основе построения новой
обобщенной феноменологии закона сухого трения под-
тверждаются такие зависимости для силы трения
скольжения и моментов трения качения и верчения. В
указанной статье приведены формулы, качественно
похожие на приведенные зависимости (1) – (3) от ки-
нематических величин. Интересно заметить, что
В.Ф. Журавлев в своей дискуссии с В.В. Козловым [35]
назвал новым законом природы то, что «сила трения и
момент уменьшаются с увеличением угловой скорости
качения» — настолько этот результат, подтвержденный
в новой теории качения, казался маловероятным. Сле-
дует подчеркнуть, что в новой качественной теории
качения, в отличие от работы В.В. Козлова, все резуль-
таты были получены в рамках существующих законов
механики и имеют ясную физическую интерпретацию.
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