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Совершенствование вероятностно-статистических методов в инженерных расчетах является актуальной задачей. В 

большинстве методов принимается допущение, что известны функции распределения управляющих переменных, входящих в 

соответствующие математические модели. Вместе с тем, в ряде случаев нет достаточного количества статистической 

информации об управляющих переменных, т. е. имеет место неполнота информации, что и определяет направление дальней-

ших исследований. Из множества методов принятия решений при ограниченной информации выбран метод, основанный на 

теории возможностей с использованием принципа обобщения Л. Заде, как наиболее апробированной в случае наличия неполной 

информации об управляющих параметрах. В основу построения моделей предельного состояния положены методы теории 

катастроф. Катастрофами считают качественные изменения системы, происходящие при плавном варьировании влияющих 

на ее поведение внешних условий. Из семи элементарных катастроф выбрана катастрофа сборки, описывающая состояние 

неустойчивого равновесия системы при двух независимых переменных. На основе теории возможностей и с использованием 

теории катастроф разработан метод оценки меры возможности возникновения катастрофы сборки, меры необходимости 

невозникновения катастрофы сборки  и меры возможности невозникновения катастрофы сборки. Помимо решения задач 

теории надежности, предложенный метод может быть применим в инженерных расчетах при потере устойчивости кон-

струкций, переходе материалов из одного агрегатного состояния в другое, фазовых переходах в металлах и сплавах, появле-

нии критической хрупкости материалов при низких температурах и др. Намечены дальнейшие пути совершенствования 

предложенного метода. 

 

Ключевые слова: мера возможности; инженерные расчеты; катастрофа сборки; неполная информация. 
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Improvement of probabilistic and statistical methods in engineering calculations is an actual problem. Most methods assume that 

the distribution functions of the control variables included in the corresponding mathematical models are known. At the same time, in 

some cases there is not enough statistical information about the control variables, in other words, there is incomplete information, 

which determines the direction of further research. From a set of methods of decision used at the limited information, the method based 

on the possibility theory with use of the Zadeh’s extension principle as the most tested in case of availability of incomplete information 

on control parameters is chosen. The methods of the theory of catastrophes are used as the basis for building the limit state models.  

Qualitative changes that occur in the form of a sudden response of the system to a smooth change in external conditions are called ca-

tastrophes. Of the seven elementary catastrophes, the cusp catastrophe describing the state of unstable equilibrium of the system at two 

independent variables was chosen. Based on the theory of possibilities and using the theory of catastrophes, a method has been devel-

oped for estimating the measure of the possibility of assembly catastrophe, a measure of the need for an assembly to not crash and a 

measure of the possibility of an assembly not fail. In addition to solving the problems of reliability theory, the proposed method can be 

applied in engineering calculations with loss of stability of structures, transfer of materials from one state of aggregation to another, 

phase transitions in metals and alloys, the emergence of critical material brittleness at low temperatures, and others. Further ways of 

improving the proposed method are determined. 

 

Keywords: possibility measure; engineering calculations; cusp catastrophe; incomplete information. 

 

Введение 

Вероятностно-статистические методы расчета дета-

лей машин и элементов конструкций в достаточной 

степени разработаны и применяются в инженерной 

практике. Предполагается при этом, что статистическая 

информация о свойствах материала, размерах и форме, 

действующих нагрузках и других параметрах, влияю-

щих на работоспособность деталей машин, является 

полной, т. е. законы распределения случайных величин 

известны, и с их помощью можно с требуемой точно-

стью осуществлять проектировочные и поверочные 

расчеты, определить показатели надежности, напри-

мер, вероятность безотказной работы.  Однако на прак-

тике достаточно сложно получить полную статистиче-

скую информацию о характере и уровне действующих 

нагрузок, поскольку условия эксплуатации машин 

весьма варьируются и зависят от множества природ-

ных, социальных и индивидуальных факторов. Харак-

теристики несущей способности материалов в силу 

существенной зависимости от особенностей техноло-

гических процессов их изготовления и условий экс-

плуатации, например, температурных, также не полно-

стью определены, и законы их распределения зачастую 

неизвестны. Поэтому при наличии неполной статисти-

ческой информации традиционные вероятностно-

статистические методы не приведут к правильному 

результату, и можно использовать, например, методы 

теории возможностей [1–7]. При ограниченной инфор-

мации хорошие результаты дает также теория свиде-

тельств Демпстера и Шейфера [6; 8; 9], применяется 

байесовский подход [6], методы интервальных средних 

[10–12], а так же методы на основе распределений, по-

лученных из неравенства П.Л. Чебышева [13]. Следует 

отметить фундаментальный труд Л.В. Уткина [6], где 

подробно проанализированы существующие теории и 

особенности их применения. Указанные методы ис-

пользовались для расчетов надежности, основанных на 

уравнениях деталей машин и сопротивления материа-

лов, а также строительной механики, где для учета 

влияния трещин применялись деформационные крите-

рии [5; 7].  В отличие от традиционных подходов в ря-

де статей автора и соавторов [14–19] в основу построе-

ния моделей предельного состояния положены методы 

теории катастроф, обладающие известными преимуще-

ствами, например, универсальностью. В качестве осно-

вы использовалась катастрофа сборки, как имеющая 

наиболее существенное значение для практических 

целей [19–21]. Информация же о действующих напря-

жениях и свойствах материалов при этом предполага-

лась полностью заданной и описывалась методами тео-

рии вероятностей и математической статистики. По-

этому целью данной статьи является создание метода 

оценивания возможности возникновения катастрофы 

сборки при неполной статистической информации об 

управляющих параметрах. В качестве управляющих 

параметров могут выступать нагрузки, деформации, 

перемещения, температура, жесткость, физико-

механические свойства материалов и др. Для модели-

рования неопределенности целесообразно использо-

вать элементы теории возможностей, наиболее широко 

применяемой в теории управления и нашедшей свое 
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применение в расчетах надежности элементов конст-

рукций [1; 3; 4; 7]. 

Методы. Катастрофами считают качественные из-

менения системы, происходящие при плавном варьи-

ровании влияющих на ее поведение внешних условий 

[22]. К предвестникам теории катастроф можно отне-

сти работы Л. Эйлера по устойчивости стержней, тру-

ды по теории бифуркаций А. Пуанкаре и А. Андронова, 

теорию особенностей Х. Уитни. Создателями матема-

тической теории катастроф являются советский мате-

матик, академик В.Н. Арнольд [22] и французский ма-

тематик Рене Том [23]. Существенный вклад внесли 

Е. Зиман [24], Т. Постон и И. Стюарт [25]. Следует от-

метить работы Дж.М.Т. Томпсона [20; 26], характери-

зующиеся простотой и наглядностью примеров. 

Теория катастроф нашла  применение при решении 

задач оценки показателей надежности для случая нали-

чия полной статистической информации о нагрузках и 

несущей способности [14–19]. Алгоритм применения 

теории катастроф достаточно известен [21] и в сокра-

щенном виде представлен ниже. 

Пусть известна математическая модель исследуемо-

го объекта, которая представлена при помощи опреде-

ленного числа независимых переменных (аргументов, 

управляющих параметров, входных переменных). Со-

стояния равновесия объекта образуют поверхность в 

упомянутом пространстве независимых переменных. 

Проекция поверхности равновесий на плоскость неза-

висимых переменных может иметь особенности. В та-

ком случае теория особенностей предсказывает гео-

метрию «катастроф», т. е. перескоков из одного со-

стояния равновесия в другое при изменении управ-

ляющих параметров. Теория катастроф объяснила за-

висимость экспериментально наблюдаемых форм неус-

тойчивости от числа этих независимых переменных.  

Наиболее широко применяется в практических це-

лях, как говорилось выше, катастрофа сборки [25], по-

тенциальную функцию которой можно записать [19]: 

bxaxxxVab  24

2

1

4

1
)( . 

Многообразие M  катастрофы определяется из-

вестным уравнением: 

 baxxxV
dx

d
ab  3)(0 .         (1) 

На рис. 1 представлены поверхность равновесия (или 

многообразие катастрофы) и ее проекция на плоскость 

ab , определяющую управляющие параметры a  и b . 

Как уже подчеркивалось ранее, в качестве управ-

ляющих параметров в зависимости от условий задачи 

могут непосредственно выступать напряжения, дефор-

мации, жесткость, температура и др. Либо, в общем 

случае, эти параметры могут являться некоторыми 

функциями от указанных физических величин. 

Точка ),( ba  в своем движении постепенно меняет 

координаты a  и b , описывая траекторию на плоско-

сти ab . При этом наблюдаемое положение равновесия 

пройдет путь в M , лежащий над путем в ab . Из-за 

складок поверхности равновесия M  этому пути, воз-

можно, придется перескакивать с одного листа поверх-

ности на другой. Такой перескок необходим, поскольку 

точки многообразия M , расположенные на внутрен-

ней поверхности складки, соответствуют неустойчиво-

му состоянию объекта. Этот весьма быстрый и внезап-

ный перескок объекта (катастрофа) реализуется лишь в 

случае покидания области I , что объясняется отсутст-

вием выбора (принцип максимального промедления 

(perfect delay) Тома). Следовательно, гладкие измене-

ния независимых переменных a  и b  могут привести к 

скачкообразным изменениям исследуемой системы 

(переменной состояния x ), называющимся катастро-

фами. Траектория движения точки на ab  совместно с 

траекторией на поверхности равновесия M  показана 

на рис. 1.  

 

Рис. 1. Катастрофа сборки 

Кубическое уравнение (1) имеет от одного до трех 

вещественных корней. Природа этих корней зависит от 

дискриминанта: 

 23
274 baD  .                   (2) 

При Eba ),(  имеется только один вещественный 

корень )0( D . 

Следовательно, катастрофа происходит в случае, 

когда траектория точки ),( ba  покидает область I  и 

входит в область E. При этом дискриминант D  меняет 

знак с минуса на плюс. 

Известно, что изменения независимых переменных 

могут быть случайными. Случайными являются на-

грузки, размеры элементов конструкций вследствие их 

рассеяния в пределах полей допусков, размеры трещи-

ноподобных дефектов, механические свойства мате-

риалов и т. д. Поэтому вопросы расчета и проектирова-

ния элементов конструкций при наличии случайных 

возмущающих факторов и с позиций теории катастроф 

были рассмотрены в работах автора и соавторов [14–

19]. При этом законы распределения случайных вели-

чин полагались известными. 

прыжок

M

x

E

1B 2BI

P a
b
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Предельное состояние описывалось с применением 

катастрофы сборки (1), которую мы и рассмотрим, но 

уже с позиций теории возможностей, поскольку ин-

формация о распределении случайных переменных 

ограниченна (законы распределения случайных вели-

чин неизвестны). Теория возможностей описана доста-

точно подробно и использовалась в работах [2; 3; 6; 7; 

27], в том числе и для оценки показателей надежности 

деталей машин и строительных конструкций. Однако 

теория катастроф при этом не применялась. 

Результаты. Независимые переменные a  и b  в 

общем случае зависят от параметра (времени), и со-

стояние объекта будет определяться нестационарной 

случайной функцией ),,( tbaD . Полагаем, что момент 

времени зафиксирован, и дискриминант является слу-

чайной величиной. 

Как уже говорилось, катастрофа происходит, когда 

траектория точки ),( ba  покидает область I , и при этом 

D  меняет знак с отрицательного на положительный. 

 Пусть a  и b  — случайные величины с из-

вестными средними, но неизвестными законами рас-

пределения. Условие наступления предельного состоя-

ния, т. е. возникновения катастрофы сборки: 

  0
~

27~4
23  baD .               (3) 

Отсутствие катастрофы сборки определяется усло-

вием: 

0
~

27~4
23  baD . 

Волной сверху обозначены «возможностные» пере-

менные, т. е. переменные, информация о которых не-

полная или неточная, и законы их распределения неиз-

вестны. В теории нечетких множеств они называются 

«нечеткими» переменными. 

В дальнейшем определим меру возможности воз-

никновения катастрофы сборки Q  и меру возможности 

отсутствия катастрофы сборки R , а также меру необ-

ходимости отсутствия катастрофы сборки N . 

Введем нечеткую функцию )(dD  от нечетких пе-

ременных a~  и b
~

, определяющих дискриминант D  с 

позиций теории возможностей: 

 
23 ~

27~4)( badD  .                    (4) 

Полагаем известными функции распределения воз-

можностей управляющих переменных: 

  






 

2
~ )(exp)( aaa hmaa ,             (5) 

  






 

2
(exp)( bb

b

hmbb
�

,          (6) 

где am , bm , ah , bh  — параметры функции распределе-

ния возможностей; am  и bm  определяют средние   

значения; ah  и bh  характеризуют рассеяние парамет-

ров a и b. 

Функция распределения возможностей для дискри-

минанта имеет вид: 

  









2

)(exp)( ddD hmdd ,            (7) 

где dm  и dh  — параметры, подлежащие определению. 

Воспользуемся для этого известной методикой [2; 

27]. Обратная функция: 

  ddddD hmhmdd ln)(
1

.    (8) 

 )exp()( 2 dD .                  (9) 

  ln .                        (10) 

Иллюстрация общего вида функции распределения 

возможностей )(dD  нечеткой переменной D , а так-

же Q , R  и N  представлена на рис. 2. 

 
Рис. 2. Функция распределения возможностей нечеткой пе-

ременной D  

 

По принципу обобщения Л. Заде [2]: 

 
23 )(27)(4  bbaa hmhmd .             (11) 

Перед ah  и bh  берется знак «минус», так как функ-

ция )(dD  от аргументов a  и b  возрастающая [27]. 

Условие возникновения катастрофы сборки с уче-

том (3) и (11): 

 0)(27)(4 23  bbaa hmhmd . (12) 

В выражении (12) неизвестны аргументы   и d . 

Для полного решения задачи находим dm , затем   и dh . 

Положив 0  из уравнений (8) и (11), находим: 

 
23 274 bad mmm  .            (13) 

Значение  , что при 0d  соответствует условию 

перехода системы в состояние неустойчивого равнове-

сия и последующего наступления катастрофы, опреде-

ляем путем решения кубического уравнения (11) или 

(12), положив 0d . 
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 С использованием зависимости (9) находим  , и 

по выражению (8) определяем dh : 


 d

d

m
h . 

Меру возможности возникновения (появления) ка-

тастрофы сборки Q  находим по формуле: 

 2)(exp dd hmQ  . 

Меру необходимости невозникновения катастрофы 

сборки определяем: 

QN 1 . 

Меру возможности непоявления катастрофы сборки 

R определяем с использованием метода оценивания 

возможности безотказной работы механических систем 

[7; 27]. 

В инженерных расчетах предложенный метод, ос-

нованный на математической теории катастроф и тео-

рии возможностей, может быть применен для оценки 

возможности отказа системы в отличие от методов, 

основанных на теории катастроф и теории вероятно-

стей [14–19], где определяется вероятность отказа сис-

темы. Но при этом задается не функция распределения 

вероятностей независимых переменных, а функция 

распределения их возможностей. Последовательность 

(алгоритм) расчетов остается практически идентичным. 

Заключение 

Совершенствование вероятностно-статистических 

методов в инженерных расчетах является актуальной 

задачей.  Вместе с тем, в ряде случаев нет достаточного 

количества статистической информации об управляю-

щих переменных, т. е. имеет место неполнота инфор-

мации, что и определяет направление дальнейших ис-

следований. 

Из множества методов принятия решений при огра-

ниченной информации выбран метод, основанный на 

теории возможностей с использованием принципа 

обобщения Л. Заде, как наиболее апробированной в 

случае наличия неполной информации об управляю-

щих параметрах. 

В основу построения моделей предельного состоя-

ния положены методы теории катастроф. Из семи эле-

ментарных катастроф выбрана катастрофа сборки, опи-

сывающая состояние неустойчивого равновесия систе-

мы при двух независимых переменных.  

На основе теории возможностей и с использованием 

теории катастроф разработаны методы оценки меры 

возможности появления катастрофы сборки Q, меры 

необходимости невозникновения катастрофы сборки N 

и меры возможности невозникновения катастрофы 

сборки R. 

В статье рассмотрен вариант возможности возник-

новения катастрофы сборки при неполной информации 

о двух переменных a и b непосредственно. В реальных 

практических задачах эти параметры могут зависеть от 

некоторого числа управляющих переменных, инфор-

мация о которых ограниченна. Такая задача должна 

решаться путем приведения ее к рассмотренной в дан-

ной статье. 

В дальнейшем целесообразно разработать метод 

оценки меры возможности безотказной работы деталей 

машин и элементов конструкций при воздействии пре-

дельной нагрузки с использованием нечетких перемен-

ных и катастрофы сборки. 

Математические методы теории катастроф позво-

ляют описать не только разрушение элементов конст-

рукций механических систем, но и всякие скачкообраз-

ные изменения в природе и обществе: землетрясения, 

исчезновение биологических видов и популяций, соци-

альные революции и др. Помимо решения задач теории 

надежности, предложенный метод может быть приме-

ним в инженерных расчетах при потере устойчивости 

конструкций, переходе материалов из одного агрегат-

ного состояния в другое, фазовых переходах в метал-

лах и сплавах и т. д. При ограниченной информации об 

управляющих параметрах рассмотренный в данной 

статье подход может дать существенные преимущества 

перед традиционными. 

Желательно также, помимо теории возможностей, в 

дальнейшем рассмотреть и другие методы принятия 

решений при неполной информации с использованием 

теории катастроф. 
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