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Применение закона Кулона для определения силы трения подразумевает соблюдение необходимого условия: тела должны 
совершать поступательное движение по отношению друг к другу. Между тем, существующая практика использования дан-
ного закона говорит о том, что это далеко не всегда соблюдается — например, при качении колеса (шара) с проскальзывани-
ем, при скольжении тел с верчением, при снятии характеристики трения на существующих экспериментальных установках. 
Именно в таких случаях часто наблюдается расхождение опытных данных с результатами теории, а иногда искомые реше-
ния либо вообще не существуют, либо находятся неоднозначно, что принято называть парадоксами Пенлеве. По мнению 
автора, безосновательно также применение закона Кулона в дифференциальном виде при описании скольжения или качения 
тел с верчением. В статье приводятся примеры, говорящие о некорректности применения закона Кулона в таких случаях. 
Предлагается использовать новую теорию, основанную на методе кинематических зон и принципах физической мезомехани-
ки, что позволит приспособить применение закона Кулона и для случаев, когда этот закон нельзя применять напрямую. В 
частности, новый подход позволяет объяснить уменьшение силы трения при скольжении тел вследствие верчения или каче-
ния; уменьшение моментов трения верчения и качения вследствие скольжения; возникновение вибраций колеса или тормозной 
колодки при торможении, возможные отскоки кусочка мела от доски при вычерчивании окружности. Новая теория, по-
видимому, является ключом к решению парадоксов Пенлеве для известных механических систем, где тела движутся не по-
ступательно по отношению друг к другу, что показано еще на одном классическом примере, помимо двух ранее рассмотрен-
ных. Предложены новые подходы к описанию процессов торможения колесных систем и продольно-вращательного извлече-
ния тела из грунта или его погружения. Определены границы применимости эффекта преобразования сухого трения (эффект 
Жуковского). 

Ключевые слова: сухое трение; закон Кулона; сила трения скольжения; торможение; продольно-вращательное погруже-
ние; метод кинематических зон; парадоксы Пенлеве; эффект преобразования сухого трения (эффект Жуковского). 
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The application of the Coulomb law to determine the force of friction implies the observance of the necessary condition: bodies must 
perform translational motion in relation to each other. Meanwhile, the current practice of using this law suggests that this is far from 
being always observed. For example, it often happens when a wheel (ball) rolls with slipping, when bodies slide with a spin, and when 
the friction characteristics are measured on existing experimental installations. It is in such cases that the experimental data often di-
verge from the results of the theory, and sometimes the desired solutions either do not exist at all or are ambiguous, which is usually 
called the Painlevé paradoxes. According to the author, the application of the Coulomb law in a differential form for describing the 
sliding or rolling of bodies with spin is also groundless. The article provides examples of the incorrect application of the Coulomb law 
in such cases. Instead, it is proposed to use a new theory based on the method of kinematic zones and the principles of physical me-
somechanics, which will make it possible to adapt the application of the Coulomb law for cases where this law cannot be applied direct-
ly. In particular, the new approach makes it possible to explain the decrease in the frictional force during the sliding of bodies due to 
spinning or rolling; reduction of the friction moments of rolling and spinning due to sliding; occurrence of vibration of the wheel or 
brake pads during braking, possible rebounds of a piece of chalk from the board when drawing a circle. The new theory, apparently, is 
the key to solving the Painlevé paradoxes for known mechanical systems, where bodies do not move translationally with respect to each 
other, which is shown by another classic example, in addition to the two previously considered. New approaches to the description of 
the processes of braking of wheel systems and longitudinal-rotational extraction of the body from the soil or its immersion are pro-
posed. The applicability limits of the dry friction conversion effect (Zhukovsky effect) are determined. 

Keywords: dry friction; Coulomb's law; sliding friction force; braking; longitudinal rotational immersion; method of kinematic 
zones; Painlevé paradoxes; dry friction conversion effect (Zhukovsky effect). 
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Введение. Закон Кулона для определения силы тре-
ния скольжения был установлен эмпирически, на осно-
ве опытных данных для тел, совершающих простое 
поступательное движение. Это означает, что поступа-
тельное движение тел по отношению друг к другу яв-
ляется необходимым условием применимости этого 
закона. Между тем, существующая практика говорит о 
частом несоблюдении этого условия. Например, закон 
Кулона напрямую используется в таких часто встреча-
ющихся случаях [1–7], как качение колеса с проскаль-
зыванием, торможение колеса колодкой, обработка 
характеристики трения на существующих эксперимен-
тальных установках, использование эффекта преобра-
зования сухого трения (эффект Жуковского) при непо-
ступательном движении одного или двух тел пары — 
что, по мнению автора, делается неправильно. При 
скольжении или качении тел с верчением закон Кулона 
принято применять в дифференциальном виде [7] — 
что тоже лишено оснований. 

Аналогичная картина сложилась и при определении 
моментов трения качения и верчения [1–7]: законы для 
их определения были установлены для простых движе-
ний, соответственно, для чистого качения и верчения, а 
используются они, в том числе, и при качении с про-
скальзыванием и (или) верчением — по формулам, по-
лученным для простых движений, что также говорит о 
невыполнении аналогичного необходимого условия — 
рассматриваемое тело должно совершать только каче-
ние или верчение. 

Такая неаккуратность в соблюдении необходимых 
условий при использовании соответствующего закона 
о трении приводит к заметным расхождениям теории и 
практики при решении соответствующих прикладных 
задач [7; 8], в частности, при моделировании процесса 
торможения в железнодорожном [5; 6] и автомобиль-
ном [2; 3] транспорте, а также к возникновению пара-
доксов Пенлеве [9–18], когда искомые решения либо не 
существуют, либо находятся неоднозначно, при отсут-
ствии определенности в выборе действительного ре-
шения. Например, для таких классических систем, как 
тормозная колодка [9–15; 17; 18] и вращающийся диск, 
который вжимается постоянной силой в угол [13]. 

Цель данной ст ат ьи — показать, как следует кор-
ректно применять закон Кулона в тех случаях, когда 
необходимые условия для этого не выполняются. 
Предлагается использовать для этого новую теорию 
автора, которая основана на методе кинематических 
зон и принципах физической мезомеханики. Данная 
статья является продолжением недавних публикаций 
автора, сделанных в течение прошедших двух лет, о 
применении закона Кулона для механических систем с 
сухим трением [19–26]. 

Метод кинематических зон. Согласно новой тео-
рии [19–26] предложено в пятне контакта соприкасаю-
щихся тел различать следующие кинематические зоны: 
скольжения — где точки движутся с одинаковыми ско-
ростями; верчения — где точки движутся с разными 
скоростями; сцепления — где точки неподвижны. 
Наряду с обычными размерами кинематических зон на 
макромасштабном уровне — макрозонами, используя 
принципы физической мезомеханики, будем различать 

микрозоны на мезомасштабном уровне. Такие кинема-
тические микрозоны для краткости в дальнейшем бу-
дем называть мезозонами. Каждая такая кинематиче-
ская зона отвечает за одно из одноименных (по назва-
нию зоны) простых движений. Предполагается, что 
рост таких кинематических зон по числу, размерам 
(площади) и времени жизни происходит прямо про-
порционально соответствующей кинематической ско-
рости, отвечающей за данное простое движение, а при 
отсутствии движения (состояние покоя) — пропорцио-
нально силам или моментам, стремящимся сдвинуть 
тело и тем самым, пытающимся сообщить телу одно из 
простых движений. Кинематические мезозоны имеют 
возможность сливаться друг с другом при высокой их 
концентрации и переходить в макрозоны по размерам 
(площади) и продолжительности времени жизни. В 
этом случае удается обнаруживать их в нашем макро-
мире. Так, в 1876 г. О. Рейнольдсом были зафиксиро-
ваны зоны сцепления и скольжения в пятне контакта 
цилиндра при качении. Возможность их одновремен-
ного наблюдения на макромасштабном уровне можно 
объяснить, по-видимому, тем, что в пятне контакта 
могут возникать зоны кажущегося скольжения за счет 
относительной деформации колеса и основания в 
направлении движения. На моделях абсолютно твер-
дых тел, при отсутствии деформаций, такое было бы 
трудно представить. Очевидно, что для каждой такой 
кинематической зоны будет работать закон Кулона 
применительно к тому простому движению, за которое 
отвечает данная зона. Отметим, что при скольжении 
тел с верчением пятно контакта заранее сформировано 
и имеет постоянные размеры. Поэтому изменение об-
щей площади, занимаемой мезозонами скольжения, 
может происходить только за счет изменения общей 
площади мезозон верчения и наоборот. При скольже-
нии с верчением кинематические мезозоны, хотя и 
имеют возможность сливаться друг с другом при высо-
кой их концентрации, но времена их жизни остаются 
малыми, что не дает им возможность переходить в 
полной мере в макрозоны [6]. Поэтому кинематические 
зоны скольжения и верчения при непоступательном 
скольжении не могут быть обнаружены в макромире. В 
противном случае в макромире могло бы наблюдаться, 
что часть твердого тела в пятне контакта движется по-
ступательно, а часть — совершает верчение. Такого 
быть не может. В других вариантах комбинированной 
кинематики движения пятно контакта может изменять-
ся, а кинематические зоны могут изменяться, и незави-
симо друг от друга, по размерам и по площади [22]. 

При комбинированной кинематике движения твер-
дого тела (рис. 1 и 2) вместо формулы Кулона fNF =  
предлагается следующая формула для определения 
силы трения [19–22]: 

,fNF,
br

FF =
∆+ω+Ωκε+υ

∆+υ
= 00        (1) 

где −f коэффициент трения скольжения, который 
определяется согласно закону Кулона, справедливость 
которого предполагается для скольжения, когда оно 
присутствует без верчения и качения ( )0≡ω≡Ω :
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110 ≥≡υ−≠υυ=  

Здесь −F сила трения; N — прижимная сила; 
ωΩυ ,,  — соответственно линейная скорость скольже-

ния, угловые верчения и качения (знак модуля в фор-
мулах допускает возможность скоростей принимать 
отрицательные значения); −∆ b,a, коэффициенты ап-
проксимации, которые определяются эксперименталь-
но (введение коэффициента ∆  означает наличие тре-
ния покоя для силы трения); r — радиус колеса (шара) 
в случае качения; ε  — средний радиус пятна контакта 
(при качении можно принять, что r=ε ). 
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Рис. 1. Тело, совершающее скольжение ( )0≠υ  с верчением

( )0≠Ω  по шероховатой плоскости
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Рис. 2. Колесо (шар) при качении ( )0≠ω  с проскальзывани-

ем ( )0≠ω−=υ rV  и верчением ( )0≠Ω

Формула (1) определяет сумму сил трения, возни-
кающих в зонах скольжения (их может быть несколь-
ко) пятна контакта для текущего момента времени. Для 
каждой такой зоны применяется обычный закон Куло-
на — для них необходимое условие применения закона 
соблюдается, так как они совершают на каждом вре-
менном интервале мезомасштабного уровня поступа-
тельное движение. Значение коэффициента при 0F  в 
формуле (1) определяет, какую часть от всей площади 
пятна контакта составляет суммарная зона скольжения, 
а значит, и ту часть силы давления, которая приходится 
на зоны скольжения. Для определения коэффициентов 
аппроксимации b,a,∆  следует использовать методику, 
приведенную в работе автора [26]. Здесь существенно 
то, что размеры и площади таких зон, как и самого 
пятна контакта, конкретно определять не надо (что 
иногда пытались делать другие авторы при использо-

вании контактных напряжений и закона Кулона в диф-
ференциальном виде). Формула (1) учитывает, что 
суммарная площадь зон скольжения, а значит, и сила 
давления, приходящаяся на эти зоны, прямо пропорци-
ональна модулю линейной скорости скольжения и об-
ратно пропорциональна модулям угловых скоростей 
верчения и качения. Прежний, классический подход к 
задачам такого рода сводился к нахождению компо-
нент сил сухого трения через контактные напряжения. 
Это приводило к необходимости решения ряда про-
блем, решения которых не найдены до сих пор. 

Пользуясь случаем, замечу, что именно работы 
Виктора Филипповича Журавлева (например, [7]) по-
служили автору отправной точкой в создании новой 
теории, основанной на методе кинематических зон и 
принципах физической мезомеханики. И, прежде всего, 
в использовании аппроксимации Паде для представле-
ния компонент сил сухого трения в аналитическом ви-
де через кинематические скорости. 

Замечания к теории качения колеса. Классиче-
ская теория качения [1; 2] предполагает, что колесо и 
опорная поверхность деформируются — в противном 
случае моменту трения качения было бы неоткуда 
взяться, — а при определении силы трения скольжения 
о деформации тел как бы забывают, и сила трения 
определяется в соответствии с законом Кулона, в виде 
постоянной силы, как для абсолютно твердого тела. 
Причем на то, что колесо совершает не поступательное 
движение, внимание тоже никем не обращалось. Все 
это вызывает сомнения в правильности прежних под-
ходов в теории качения колеса. Во-первых, поскольку 
модель абсолютно твердого тела при качении неприем-
лема, надо быть последовательным и принимать во 
внимание деформацию, в том числе и при нахождении 
силы трения скольжения. Во-вторых, возникающая 
деформация должна изменяться во время движения 
колеса, а значит, и сила трения, и момент трения каче-
ния должны быть переменными — что классическая 
теория качения не допускала, считая их постоянными 
величинами. В новой теории качения [19–22], основан-
ной на методе кинематических зон, как раз и вводятся 
переменные сила трения скольжения и момент трения 
качения — в виде аналитических зависимостей от ки-
нематических скоростей. Интересно заметить, что по-
началу такая попытка выглядела как нечто вопиющее, 
не укладывающееся в привычные представления о дан-
ном вопросе. Достаточно сказать, что возможность 
уменьшения силы трения скольжения при росте угло-
вой скорости казалась настолько маловероятной, что 
В.Ф. Журавлев в своей известной дискуссии с В.В. 
Козловым характеризовал такую возможность как но-
вый закон природы, если такое подтвердится. А в мо-
нографии А.П. Иванова «Основы теории систем с су-
хим трением» даже специально подчеркивалось, что 
момент трения качения никак не может зависеть от 
угловой скорости качения. 

Говорить о парадоксах Пенлеве с позиций абсолют-
но твердого тела для классических систем, где имеются 
тела качения, для которых модель абсолютно твердого 
тела неприемлема, было бы просто некорректно. 
Например, для таких систем [9–13], как тормозная ко-
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лодка (рис. 3) и вдавливание постоянной силой враща-
ющегося диска в угол. 
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Рис. 3. Классическая модель тормозной колодки 

Поэтому в работе автора [25], где рассматривались 
такие парадоксы, учитывалась возможность деформи-
рования соприкасающихся тел — через изменчивость 
силы трения скольжения. Дополнительно к ранее ска-
занному по данным вопросам можно отметить, что 
возможность возникновения вибраций тормозной ко-
лодки как в продольном, так и в поперечном направле-
ниях объясняется тем, что и сила трения, и реакция со 
стороны цилиндра — величины переменные. А то, что 
вертикальная вибрация была заметна не всегда [27], а 
лишь вблизи критических значений параметров, можно 
объяснить тем, что при таких значениях сила реакции 
принимает значения, близкие к ее максимуму, а значит, 
и ее изменения становятся наиболее заметными, в том 
числе и визуально. Действительно (рис. 3), полагая в 
формуле (1): ,;r 0≡Ωω≡υ получим: 

( ) ∆+ω+
∆+ω

=
1br

rfPF ; (2) 
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br
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d
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
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∆+ω
+=

1
1  (3) 

Критические параметры здесь вблизи значений, ко-
гда hfd = . Как уже утверждалось в работе [25], под-
черкну еще раз, что сводить все к «удару сухим трени-
ем» [17] при объяснении парадокса Пенлеве для дан-
ной системы было бы неправильно. Такой «удар» мо-
жет быть, но он необязателен. 

Экспериментальные факты в сравнении с теори-
ей. Ниже приводятся некоторые экспериментальные 
факты, говорящие о том, что при несоблюдении необ-
ходимого условия применение закона Кулона напря-
мую может приводить к результатам, которые не со-
гласуются с опытными данными. А именно: во всех 
приведенных примерах сила трения скольжения, опре-
деляемая напрямую по закону Кулона, получается по-
стоянной величиной. О том, что на самом деле это не 
так, будут говорить опытные данные, и приведенная 
формула (1) подтверждает это. 

1. При скольжении тел с верчением (рис. 1), напри-
мер, при работе полировочной или уборочной машины, 
сила трения скольжения становится заметно меньше 
при наличии верчения рабочего органа в сравнении с 

тем, когда верчение отсутствовало бы. И наоборот, 
момент трения верчения уменьшается при росте скоро-
сти скольжения. Это отмечается, в частности, в работах 
[7; 8] и обосновывается в [22]. 

2. При качении колеса с проскальзыванием сила
трения скольжения должна быть заметно меньше при 
небольшом скольжении в сравнении с полным юзом. 
Иначе говоря, сила трения скольжения по величине 
должна зависеть от степени проскальзывания колеса 
относительно полотна дороги — формула (1) это под-
тверждает. Ранее считалось, что сила трения скольже-
ния при качении с проскальзыванием постоянна [1; 2] 
и фактически соответствует ее максимальному значе-
нию, как при полном юзе. 

3. При извлечении стержня (трубы) из грунта (рис.
4) придание вращательного движения телу заметно
облегчает данный процесс. Это принято объяснять эф-
фектом Жуковского: придание дополнительного попе-
речного движения телу облегчает его скольжение в 
заданном направлении [7]. Для нашего случая со 
стержнем это записывается так  [28] (рис. 4): 

;fNF =  

.
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rFF;
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xrx 2222
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Откуда следует, что .FFx <  
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Рис. 4. Модель продольно-вращательного извлечения 
стержня (трубы) из грунта 

Причем считалось, что составляющая сила трения 
не только уменьшается, но и проявляет свойства вязко-
го трения. Последнее означает, что стержню можно 
было придать очень маленькую угловую скорость вра-
щения, чтобы он начал извлекаться из грунта; никакого 
заклинивания в поступательном движении не должно 
быть. Однако наблюдения показывают, что, например, 
чтобы заклинивший гвоздь стал вытаскиваться, необ-
ходимо добиться не малой, а заметной угловой скоро-
сти. Иначе говоря, не при всякой угловой скорости 
вращения начнется процесс извлечения, и зона застоя в 
поступательном движении, присущая сухому трению, 
остается. А значит, с применением эффекта Жуковско-
го здесь не все благополучно, и уравнения движения, 
приведенные в [28] для рассматриваемой задачи посту-
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пательно-вращательного извлечения стержня, по мне-
нию автора, неверны. 

Наличие трения покоя при продольно-враща-
тельном извлечении стержня говорит о том, что эф-
фект Жуковского здесь неприменим. Это можно объ-
яснить тем, что направление силы трения в этом слу-
чае не будет, вообще говоря, противоположно вектору 
абсолютной скорости скольжения — что подтвержда-
ется с помощью формул новой теории. На возмож-
ность, когда направление силы трения может быть 
направлено не по одной прямой с вектором абсолют-
ной скорости, указывается и в работах [7; 29]. В моно-
графии [29] это объяснялось для похожей задачи ани-
зотропностью коэффициента трения, а в работе [7] 
при описании шимми — деформацией диаграммы 
распределения нормальных напряжений в сторону 
качения. 

В данном случае для использования эффекта Жу-
ковского отсутствует необходимое условие — такое 
же, как и для применения закона Кулона. Для исполь-
зования эффекта Жуковского тела должны совершать 
поступательное движение по отношению друг к другу, 
ведь этот эффект является следствием закона Кулона. 

Применим для этого случая новый подход, осно-
ванный на методе кинематических зон. 

Согласно новой теории и формуле (1): 

,fNFF,
br

FF
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x ==
∆+ω+υ
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= ≡ω 000    (5) 

где ( )2222 ω+υ=υ+υ=υ rxyx , xυ  — продольная
скорость  стержня. 

Перед началом извлечения стержня, когда :x 0≡υ  
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где 
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brk 1  — коэффициент динамичности, вы-

званный вращением стержня. Тогда: 

,
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k
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где dP  можно назвать динамической силой извлечения. 

Можно принять, что 
*

d k
PP 1

1 =  предельное значение 

динамической силы, при которой начинается извлече-
ние, где NfP 11 = , определяет собой предельное значе-
ние статической силы (без наличия вращения), при ко-
торой началось бы извлечение. Извлечение стержня 
начинается, когда: 

,
P
NfkPP *d

1
1 =⇒=  

где *k  — критическое значение коэффициента дина-
мичности, через который определяется критическая 

угловая скорость вращения стержня: ( )1−∆
=ω ** k

br
,

достигнув которой, стержень начинает извлекаться из 
грунта. 

В начале извлечения коэффициент трения покоя 1f  
скачком уменьшается до значения трения скольжения 

0f , и дифференциальное уравнение поступательного 
движения принимает вид: 

,
br

NfPm
x

x
x ∆+ω+υ

∆+υ
−=υ 0  

которое следует дополнить дифференциальным урав-
нением вращательного движения ,rFMI x −=ω  где 

−xM  внешний момент пары сил, вызывающий враще-
ние стержня. 

В итоге получается система уравнений: 
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 (6) 

Здесь −∆ b,a,  коэффициенты аппроксимации; осе-
вой момент инерции и масса стержня. Эти уравнения 
движения существенно отличаются от тех уравнений, 
что приведены в [28]. Введенная сила трения в виде (5) 
объясняет уменьшение силы трения за счет вращения 
(угловой скорости ω ) и без необходимости применения 
эффекта Жуковского, при возможном наличии зон за-
стоя (трения покоя). Последние можно в значительной 
мере уменьшить за счет увеличения угловой скорости 
вращения. 

Аналогичным образом можно объяснить, например, 
и раскатку пакета круглых лесоматериалов, и работу 
демпфера Кудинова (рис. 5), и другие похожие случаи, 
что было принято объяснять эффектом Жуковского [7]. 

a)

υ

б)

Рис. 5. Раскатка пакета круглых лесоматериалов (а); 
демпфер Кудинова (б) 

Если рассматривать задачу о поступательно-враща-
тельном погружении стержня, то помимо сил трения 
надо было бы вводить силу лобового сопротивления со 
стороны грунта. В работе [28] сила лобового сопротив-
ления учитывалась в виде сухого трения, как это было 
общепринято при моделировании процессов погружения 
тел — что, по мнению автора, далеко от реальности, так 
как при таком подходе не учитывается изменчивость 
силы лобового сопротивления от скорости погружения и 
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угловой скорости вращения. А экспериментальные дан-
ные, например, при бурении говорят о наличии такой 
зависимости. Этот вопрос был решен автором на приме-
ре задач бурения [30; 31]. Для задания аналитической 
зависимости силы лобового сопротивления от кинема-
тических скоростей использовалась также аппроксима-
ция Паде. 

4. При скольжении прямолинейного бруса вдоль
боковой поверхности вращающегося цилиндра: при 
совпадении направлений вращения цилиндра и сколь-
жения бруса сила трения будет меньше, чем при несов-
падении направлений движения — что уже отмечалось 
в работе [26]. В качестве примера рассмотрим решение 
известной задачи из сборника задач Мещерского о 
нахождении закона движения стержня, лежащего на 
двух вращающихся цилиндрических шкивах (рис. 6). 
Классический подход подразумевает, что направление 
вращений цилиндров не влияет на определение вели-
чины силы трения [32]: 

,fNF;fNF 2211 == где .mg
l
xlN;mg

l
xlN

22 21
+

=
−

=

Уравнение движения стержня имеет вид: 
02 =+ xkx , 

где 
l
fgk = , x  — координата смещения центра масс

стержня, здесь и далее — точка соответствует произ-
водной по времени. Полученное уравнение соответ-
ствует гармоническим колебаниям стержня. 
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r ω
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Рис. 6. Задача из сборника задач И.В. Мещерского о движе-
нии стержня на двух вращающихся цилиндрических шкивах 

Новый подход дает иное решение. При определении 
сил трения, согласно (1), учитывается направление 
вращений шкивов, влияющих на величину этих сил 
через скорости скольжения: 
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Тогда уравнение движения стержня запишется так: 
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Записанное уравнение соответствует уже нелиней-
ным колебаниям стержня. В отличие от гармониче-
ских колебаний, получается более сложный вид дви-
жения стержня (рис. 7–9) — колебания, близкие к 
нарастающим биениям. 
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Рис. 7. Движение центра масс стержня: 
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Рис. 8. Изменение скорости движения стержня 
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Рис. 9. Фазовая кривая 

Результаты численного моделирования нуждаются в 
экспериментальной проверке. 
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5. Задача о торможении колеса железнодорожного
транспорта (рис. 10). 
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Рис. 10. Торможение колеса ( )ω−=υ rV

Общепринятый подход [33] предполагает следующее 
(рис. 10): .QT;fNF µ== Что приводит к уравнениям: 
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Здесь первые два уравнения системы никак между 
собой не связаны, связь между ними осуществляется 
третьим уравнением системы. Последнее, третье урав-
нение определяет торможение колеса без проскальзы-
вания относительно рельса, что далеко от действитель-
ности. 

Новый подход, согласно формулам (1) и (2), учиты-
вает иной вид для сил трения колеса с рельсом — F  и 
тормозной колодкой — :T  
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в результате чего дифференциальные уравнения тор-
можения примут вид: 
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Здесь, вместо трех уравнений линейной системы 
дифференциальных уравнений (7), записаны только два 
уравнения движения. Но эти уравнения связаны между 
собой и учитывают как проскальзывание колеса отно-
сительно рельса, так и величину скорости проскальзы-
вания — что весьма существенно при описании тормо-
жения. Система уравнений (8) является нелинейной и 
физически более содержательной. 

6. Задача о скольжении стержня по шероховатой
поверхности в «неправильном» направлении (трость 
Бегена) (рис. 11). Общепринятые дифференциальные 
уравнения движения для стержня  будут такими 
( )fNF =  [16]:
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где .I,m  соответственно масса и осевой момент инер-
ции стержня; )y,x(C cc — центр масс стержня. 
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Рис. 11. Стержень, скользящий по шероховатой поверхности 
(трость Бегена) 
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Откуда следует, что при :y 0=  
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Замечено, что при: 
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что принято называть парадоксом Пенлеве, так как 
случай, когда 0<N , не соответствует реальности. 

Новый подход дает такое решение. Сила трения F  
определяется согласно формуле (1)  при 
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Значение коэффициента 00 ≡= ϕFF  определяется из 
двух возможных начальных кинематических состояний 
стержня: а) стержень держат в точке О, и он не движет-
ся; в) стержень держат в точке О и двигают его посту-
пательно вдоль опорной плоскости (трость Бегена). 

Равенство (10) принимает вид: 
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(12) 
Формулы — как (11), так и (12) — говорят о зави-

симости силы реакции от мгновенной угловой скоро-
сти ϕ , что может приводить к вибрациям конца 
стержня в точке А во время движения, а также о воз-
можности принятия ею нулевого значения. При нуле-
вом значении реакции будет происходить кратковре-
менный отрыв конца стержня от опорной плоскости. 
Такая возможность, в частности, объясняет отскоки 
кусочка мела от доски при вычерчивании, например, 
окружности в виде прерывистой линии, при 0≠ϕ . 

При
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Для решения вопроса о существовании парадокса 
Пенлеве рассмотрим подробнее два начальных кинема-
тических состояния стержня: 

а) стержень держат в верхней точке О, и он непо-
движен. Тогда из условия баланса моментов относи-

тельно точки О получим, что .mgN
2

= Тем самым 

200
mgfFF == ≡ϕ , и формула (12) примет вид: 
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что говорит об отсутствии парадокса Пенлеве в этом 
случае; 

в) стержень держат в верхней точке О и двигают 
поступательно вдоль опорной плоскости (трость Беге-
на). Здесь из условия баланса моментов относительно 

точки О следует, что 
01 ϕ−

=
ftg

mgN , где 0ϕ  — началь-

ный угол наклона стержня. Для осуществления посту-
пательного скольжения стержня необходимо, чтобы: 
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сить, так как в этом случае для баланса моментов отно-
сительно точки О стержень должен быть невесом, а 
падение стержня может происходить только под дей-
ствием силы тяжести. Тем самым, 
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что говорит об отсутствии парадокса Пенлеве и в этом 
случае. 

Заметим, что Давид Е. Стюард в своей монографии 
[16] пытался решить вопрос о парадоксе Пенлеве для 
данной системы путем введения импульсных сил. 

7. Буксование колес локомотива на месте в начале
движения, в момент придания им большой угловой ско-
рости вращения, что принято объяснять уменьшением 
коэффициента трения с ростом скорости проскальзыва-
ния. Согласно новой теории, это следует из вида форму-
лы для силы трения скольжения (2), которая показывает 
убывание силы трения и при постоянном коэффициенте 
трения [23]. 

8. Возможное возникновение вибрации колес
(например, автомобиля или велосипеда) при торможе-
нии никак не подтверждает постоянство силы трения 
при проскальзывании, что следовало бы из закона Ку-
лона. А новый вид этой силы (1), зависящий от кинема-
тических скоростей, наоборот подтверждает возмож-
ность таких вибраций. 

F

υ

Рис. 12. Экспериментальная характеристика трения 
для фрикционно-теплоустойчивых тел [5] 

9. Экспериментальная характеристика трения для
фрикционно-теплоустойчивых тел, полученная на 
установках, где одно из тел пары совершает враща-
тельное движение, имеет вид равнобочной гиперболы 
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[5] (рис. 12), а при справедливости закона Кулона ха-
рактеристика должна быть горизонтальной прямой. 
Такое несоответствие не находило объяснений. Со-
гласно новой теории, гиперболическая зависимость на 
рис. 10 объясняется очень просто — как следствие 
формулы (2), учитывающей непоступательное движе-
ние соприкасающихся тел на существующих экспери-
ментальных установках [26]. 

О парадоксах Пенлеве. Приведенные решения па-
радоксов Пенлеве с помощью нового подхода также 
говорят о том, что в случаях непоступательного сколь-
жения тел закон Кулона напрямую не применим. Авто-
ром были решены парадоксы Пенлеве для таких клас-
сических систем, как тормозная колодка, вдавливание 
вращающегося диска постоянной силой в угол, сколь-
жение стержня вдоль шероховатой поверхности в «не-
правильном» направлении (трость Бегена). 

Решение указанных классических парадоксов го-
ворит о том, что, похоже, новая теория дает ключ к 
решению и других парадоксов Пенлеве, когда тела 
совершают не поступательное движение относительно 
друг друга. 

О применении закона Кулона в неголономной 
механике. В неголономной механике также никто не 
отменял соблюдение необходимого условия при ис-
пользовании закона Кулона — что часто нарушается. 
Последнее ставит под сомнение существующие резуль-
таты, где методы неголономной механики применялись 
для случаев, когда закон Кулона напрямую неприме-
ним. В частности, для задач качения колеса (например, 
приведенные в [2]) или шара. 

Интересно заметить, что если при непоступатель-
ном движении тел применять новую теорию для 
нахождения компонент сил сухого трения, что необхо-
димо для корректного применения закона Кулона, то 
получается, что надобность в методах неголономной 
механики  для таких задач отпадает. 

Заключение. 
Полученные результаты говорят о следующем. 
1. На конкретных примерах показано, что примене-

ние закона Кулона без соблюдения необходимого 
условия для этого может приводить либо к получению 
недостоверных решений в виде парадоксов Пенлеве, 
либо к искажению результатов как на качественном 
уровне, так и на количественном. Соблюдение необхо-
димого условия должно выполняться и при использо-
вании закона Кулона в дифференциальном виде. 

2. Использование эффекта Жуковского для преоб-
разования сухого трения тоже предполагает соблюде-
ние необходимого условия — такого же, как при ис-
пользовании закона Кулона. В случаях не поступатель-
ного движения тел сила трения скольжения и вектор 
абсолютной скорости могут быть направлены не по 
одной прямой, что лишает оснований применение эф-
фекта Жуковского. 

3. Применение новой теории, основанной на мето-
де кинематических зон, позволяет получить такие ре-
зультаты: 

a) принципиально новое описание движения и про-
цессов торможения для колесных систем — силы тре-

ния учитывают угловую скорость колеса, возможность 
наличия и величину скорости проскальзывания; 

b) принципиально новое моделирование процессов
вращательно-поступательного погружения или извле-
чения стержня (трубы) в сопротивляющейся среде 
(грунте) — эффект Жуковского здесь неприменим; 

c) при классическом подходе к проведению расче-
тов машин и механизмов значения для компонент сил 
трения получались завышенными — в цапфах, под-
шипниках, фрикционных передачах и т. д. Существу-
ющие методы не учитывали комбинированную кине-
матику движения тел, а закон Кулона использовался 
напрямую, как в случае простого движения. Фактиче-
ски для соответствующих компонент сил трения бра-
лись их максимальные значения, что можно рассматри-
вать как огрубленное, начальное приближение к дей-
ствительности. Появилась возможность проведения 
более точных расчетов при проектировании машин и 
механизмов; 

d) обрабатывать снимаемые характеристики трения
на существующих экспериментальных установках, где 
одно из двух тел пары совершает вращательное движе-
ние, с помощью закона Кулона напрямую недопустимо 
[26] — здесь следует использовать формулы новой 
теории, основанной на методе кинематических зон; 

e) новая теория, по-видимому, является ключом к
решению парадоксов Пенлеве для всех известных ме-
ханических систем, в том числе и классических, где 
тела движутся не поступательно по отношению друг к 
другу. Это наглядно показано автором на таких извест-
ных системах, как тормозная колодка, вдавливание 
вращающегося диска постоянной силой в угол, сколь-
жение стержня вдоль шероховатой поверхности в «не-
правильном» направлении (трость Бегена); 

f) ранее полученные результаты для таких задач нуж-
даются в уточнениях, независимо от того, какие методы 
использовались — голономной или неголономной меха-
ники. 

Замечание. В моей недавней работе [25] при 
объяснении парадокса Пенлеве для тормозной 
колодки авторство гипотезы удара трением 
несправедливо приписывалось В.А. Самсонову. 
Выражаю благодарность В.А. Самсонову, ко-
торый указал, что автором данной гипотезы 
является русский ученый Е.А. Болотов. Тем не 
менее, по моему мнению, гипотеза об ударе 
трением не играет в данном вопросе опреде-
ляющего значения, о чем уже упоминалось в 
данной статье. 
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