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В предлагаемой статье развивается метод построения математических моделей для отображения динамических состо-
яний технических объектов в модельных задачах динамики, в которых реализуются эвристические подходы и соответству-
ющая методологическая база. Целью статьи является разработка детализированной технологии построения математиче-
ских моделей взаимодействия элементов механической колебательной системы с неудерживающими связями. Используются 
методы структурного математического моделирования, отражающего характерные особенности динамики взаимодей-
ствия элементов цепной механической колебательной системы с несколькими степенями свободы. Исследованы особенности 
динамических взаимодействий цепной структуры с тремя степеням свободы с позиций оценки возможностей формирования 
асимметрии параметров динамического состояния элементов при формировании динамических реакций связей при наличии 
одиночных и совместных действующих сил. Направления исследований связаны с разработкой способов и средств управления 
динамическими взаимодействиями элементов в механических колебательных системах с неудерживающими связями, что 
характерно, в частности, для повышения надежности эксплуатации тяговых двигателей постоянного тока транспортных и 
технологических машин. Разработана методическая основа построения математических моделей. Получены аналитические 
соотношения, приводятся результаты вычислительного моделирования. 

Ключевые слова: цепные механические колебательные системы; динамические реакции связей; передаточные функции; 
динамическая жесткость. 
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The proposed article develops a method for constructing mathematical models to display the dynamic states of technical objects in 
model problems of dynamics in which heuristic approaches and the corresponding methodological base are implemented. The aim of the 
article is to develop a detailed technology for constructing mathematical models of interaction of elements of a mechanical oscillatory sys-
tem with not-holding ties. The methods of structural mathematical modeling reflecting characteristic features of dynamics of interaction of 
elements of a chain mechanical oscillatory system with several degrees of freedom are used. The features of dynamic interactions of a chain 
structure with three degrees of freedom are studied from the standpoint of assessing the possibilities of forming asymmetry of the parame-
ters of the dynamic state of the elements in the formation of dynamic reactions of bonds under the action of single and joint acting forces. 
Research areas are related to the development of methods and means to improve the reliability of dynamic interactions of elements in me-
chanical oscillatory systems with unstoppable bonds, which is characteristic, in particular, to improve the reliability of operation of DC 
traction motors of transport and technological machines. The methodological basis for the construction of mathematical models has been 
developed; analytical relations have been obtained; the results of computational modeling are presented. 
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Введение. Многие объекты технического назначе-
ния в виде транспортных устройств и вибрационных 
технологических машин отображаются в задачах дина-
мики механическими колебательными системами с 
сосредоточенными параметрами. Особенности таких 
систем нашли отражение в работах [1–3], в которых 
рассматриваются малые колебания технических объек-
тов относительно положения статического равновесия 
или установившегося состояния при действии вибра-
ционных нагрузок. 

Взаимодействие элементов колебательных структур 
в предположении линейности свойств системы рас-
сматривается на основе математических моделей с ис-
пользованием либо дифференциальных уравнений во 
временной области, либо применяются методы инте-
гральных преобразований (чаще всего преобразования 
Лапласа), что позволяет с учетом сделанных ограниче-
ний получить необходимую для оценок и расчетов со-
ответствующую информацию. Особенностью упомяну-
тых подходов является принятие определенных усло-
вий, характеризующих формы и особенности взаимо-
действия элементов систем. К их числу могут быть 
отнесены ориентация на использование для оценок 
динамических состояний кинематических параметров, 
обязательное существование удерживающих связей, 
отсутствие соударения элементов системы друг с дру-
гом и др. 

Во многих практических задачах приходится при-
нимать во внимание особенности неудерживающих 
связей при взаимодействии элементов системы, что 

характерно для транспортных устройств (контакт «ко-
лесо – поверхность» или «колесная пара – рельс»). В 
технологических вибрационных машинах, предназна-
ченных для транспортировки сыпучих материалов и их 
классификации, реализации виброударных процессов 
обработки материалов взаимодействие с рабочими ор-
ганами машин и соответствующими формами взаимо-
действия с окружающими и рабочей средой носит не-
удерживающих характер [4–6]. 

Формы реализации неудерживающих связей доста-
точно разнообразны и характерны для широкого класса 
электрических машин, в частности, для тяговых элек-
тродвигателей постоянного тока электровозов, а также 
коллекторных двигателей многих других технических 
объектов [7–9]. 

В предлагаемой статье рассматриваются возможно-
сти построения математической модели взаимодей-
ствия элементов цепных колебательных систем с ис-
пользованием представлений о формах динамических 
реакций и связей. 

I. Некоторые общие положения. Рассматривается 
технический объект, расчетная схема которого может 
быть представлена линейной цепной структурой, 
«включающей» в свой состав три массоинерционных 
элемента 1m , 2m , 3m , связанных между собой и 
опорными поверхностями с помощью упругих элемен-
тов с коэффициентами жесткости 1k , 2k , 3k , 4k , как 
показано на рис. 1. 

1T. A
1y 2y 3y

1k
4k3k2k1m 2m

3m

)(1 tz )(2 tz

2T. A 3T. A 4T. A 5T. A 6T. A 7T. A
8T. A

Рис. 1. Расчетная схема технического объекта 
цепной колебательной структуры с тремя степенями свободы 

Внешнее возмущение системы представлено двумя 
гармоническими функциями одной частоты, реализу-
ющими кинематическое возбуждение. 

Для составления математической модели системы 
(рис. 1) во временной области используются уравне-
ния Лагранжа 2-го рода [1]. Запишем выражение для 
кинетической и потенциальной энергии в системе 
координат 1y , 2y , 3y , связанной с неподвижным 
базисом: 
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Уравнение движения системы после выполнения 
ряда вспомогательных операций можно представить в 
виде: 

( ) 112221111 zkykkkyym =−++ ; (3) 

( ) 0331232222 =−−++ ykykkkyym  ; (4) 

( ) 242343333 zkykkkyym =−++ .  (5) 

После интегральных преобразований Лапласа при 
нулевых начальных условиях система уравнений (3) – 
(5) может быть записана в операторной форме: 

1122121
2

1 )( zkykykkpm =−++ ; (6) 

0)( 3312232
2

2 =−−++ ykykykkpm ; (7) 

2423343
2

3 )( zkykykkpm =−++ . (8) 

Коэффициенты уравнений (6) – (8) приводятся в 
таблице. 

Коэффициенты исходной системы уравнений в ко-
ординатах 1y , 2y , 3y . 
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Примечание: ωjp = , 1−=j  — комплексная амплитуда; 
значок <–> над переменной соответствует изображению по 
Лапласу [1]. 

II. Особенности математических моделей. Ис-
пользуя уравнение движения в операторной форме, 
найдем передаточные функции системы, учитывая 
возможности одновременного действия двух возмуща-
ющих факторов. Поскольку внешние возмущения при-
нимаются синфазными и имеют одну частоту, различие 
в амплитудах внешних воздействий может быть учтено 
соотношением: 

13 QQ α= ,        (9) 

где α  — коэффициент связности внешних воздей-
ствий, который может принимать положительные, от-
рицательные и нулевые значения. 

Выражения для передаточных функций системы 
имеют вид: 
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где: 
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является частотным характеристическим уравнением 
системы. 

Из сравнения (10), (11), (12) следует, что в общем 
случае система имеет три резонансных режима, пара-
метры которых определяются из уравнения (13). Кроме 
того, из (10), (12) следует, что в системе могут также 
возникать режимы динамического гашения колебаний 
по координатам 1y  и 3y  по двум частотам. По коорди-

нате 2y  возможен только один режим динамического 
гашения колебаний. Параметры режимов динамическо-
го гашения колебаний определяются частотами урав-

нений, получаемых при «обнулении» числителя выра-
жения для передаточных функций. 

III. Динамические реакции связей. Приведенная
на рис. 1 механическая колебательная система с тремя 
степенями свободы может рассматриваться в качестве 
основы для оценки и решения в первом приближении 
задачи динамики коллекторно-щеточного узла тягового 
двигателя при наличии внешних воздействий на кол-
лекторно-щеточный узел. При этом элементы с масса-
ми 1m  и 3m  могут отображать свойства щеток, а эле-

мент 2m  может рассматриваться как коллектор. Ос-
новное внимание при этом уделяется соотношениям 
динамических реакций связей, возникающих на эле-
ментах с массами 1m  и 3m . 

Используя математическую базу, изложенную в ра-
боте [10], отметим, что динамическая реакция связи 

1mR  для массоинерционного элемента 1m  определяет-
ся выражением: 

])[( 221211
ykykkRm −+−= , (14) 

а для массоинерционного элемента с массой 3m  реак-

ция связей 
3mR имеет вид соответственно: 

])([ 343233
ykkykRm ++−−= . (15) 

Подобного рода задачи возникают, например, в ди-
намике коллекторно-щеточных узлов тяговых двигате-
лей электровозов [11]. 

Представленная на рис. 1 механическая колебатель-
ная система рассматривается в данном случае как мо-
дельная задача формирования асимметрии динамиче-
ских нагрузок, передающихся на щеточный контакт 
при динамических нагрузках на корпус тягового двига-
теля. Такие нагрузки возникают при динамических 
взаимодействиях тягового двигателя при его взаимо-
действиях в рельсовых контактах и соударениях с эле-
ментами механической системы подвески тягового 
двигателя. 

2. Для оценки асимметрии передачи силовых возму-
щений, формируемых в системе (рис. 1) при вибрации 
опорных поверхностей, на основе значений реакций

1mR

и 
3mR  можно внести в рассмотрение коэффициент 

асимметрии контактного давления на элемент 2m : 
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Значение коэффициента асимметрии β  (16) можно 
представить в виде отношения определителей: 
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В общем случае коэффициент ),( pαβ=β  пред-
ставляет рациональную дробь, сформированную би-
квадратными многочленами по p , стоящими в числи-
теле и знаменателе. Особенности функциональной за-

висимости ),( ωαβ=β , 1, −=ω= jjp  определя-

ются величинами 0ω , ∞ω , представляющими собой
частоты, обнуляющие числитель и знаменатель (17) 
соответственно. 

3. В статье вводится новое понятие, отражающее
свойства асимметрии динамических нагружений в со-
единениях взаимодействующих элементов механиче-
ских колебательных систем. В данном случае на рис. 1 
представлена модельная задача, построенная на оценках 
динамических свойств в системе цепного типа, содер-
жащей обычный набор элементов в предположении реа-
лизации двухсторонних (или удерживающих) связей. 

Рассматриваемая на рис. 1 расчетная схема может 
быть использована, например, для оценки особенно-
стей нарушения коллекторно-щеточного узла тягового 
двигателя электровоза или для решения других задач 
динамики, характерных для вибрационных машин. 

Что касается коллекторно-щеточных узлов тяговых 
двигателей, то в этом случае элементы с массами 1m  и 

3m  отображают возможности нагружения щеток в го-
ризонтальной связке; упругие элементы с жесткостями 

1k  и 4k  обеспечивают упругие свойства щеточного
узла путем прижатия щеток к коллектору. Элемент 
массой 2m  в модельной задаче отражает упруго-инер-
ционные свойства коллектора и щеток при нагрузках, 
передаваемых при движении локомотива и формирова-
нии при этом нагрузок, передающихся на разные сто-
роны коллектора и расположенных на одной прямой (в 
плане прижимных действий и формирования динами-
ческих реакций связей). Такие связи будут взаимно-
противоположными как в горизонтальном, так и верти-
кальном положениях. 

4. Упругие элементы с жесткостями 2k  и 3k  в мо-
дельной задаче отображают упругие свойства прослой-
ки, возникающей между щеткой как таковой и поверх-
ностью коллектора. Гипотеза о формировании такой 
среды, состоящей из элементов разрушенного щеточ-
ного материала и поверхностного слоя коллектора, при 
прохождении тока высказывалась в [11], что представ-
ляется, с физической точки зрения, вполне допустимым 
предположением. Определенную роль при этом играет 
и поток воздуха, перекачиваемый через коллекторно-

щеточный блок двигателя для его охлаждения. В даль-
нейших исследованиях можно полагать, что выполня-
ется соотношение: 

132 kkk >>= , 432 kkk >>= . (18) 

Развивая представления о влиянии на работу кол-
лекторно-щеточного узла внешних возмущений, кото-
рые возникают на тяговых двигателях как в нормаль-
ном режиме, так и в режиме рекуперации энергии, 
можно отметить возможность формирования суще-
ственных различий в динамических реакциях, возни-
кающих при прижатии щеток к поверхности коллекто-
ра с диаметрально противоположных сторон. 

Для оценки таких эффектов можно предложить вве-
дение коэффициента связности динамических реакций 
связей как отношение реакций противоположно распо-
ложенных элементов 1m  и 2m . 

IV. Особенности динамических свойств системы
с учетом реакций связей. В качестве упрощения рас-
сматриваемой модельной задачи значения масс и ко-
эффициенты жесткости могут быть выбраны следую-
щим образом: 

mmm == 31 , Mm =2 , kkk == 41 , Kkk == 32 .  (19) 

1. Выражение (17) для определения коэффициента
β , отражающего возможности формирования асим-
метрии динамических реакций связи, можно предста-
вить с учетом (19), используя понятие об определите-
лях [12] в виде: 

α

++−

+
+

+
+α

−++

=β

2

2

2
2

2
2

2

2

0

02)1(1

11

1

12)1(0

01

mp

kMp
K
k

mp
K

kmp
K

kmpmp

kMp
K
k

mp

.  (20) 

Критические значения параметра связности внеш-
них воздействий α , обнуляющие числитель и знамена-
тель коэффициента асимметрии β , могут быть пред-
ставлены выражениями: 
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12)1(

0

1

12)1(

2

2

2
2

2

0

−++

+
+

−++

−=α

kMp
K
k

mp
K

kmpmp

kMp
K
k

, (21) 

kMp
K
k

mp
K

kmp
mp

kMp
K
k

2)1(1

1

0

2)1(1

2

2
2

2

2

++−

+
+

++−

−=α∞
. (22) 

В предельном случае ∞→K  коэффициент асим-
метрии β  принимает вид: 

kmM
kmM
α−ω−α+α

−ωα−+
=αωβ

2))1((
2))1((),( 2

2

.     (23) 

Особенности функциональной зависимости коэф-
фициента ),( ωαβ=β , 1, −=ω= jjp  от ω  — ча-
стоты внешних возмущений и α  параметра связности 
определяются величинами 0ω , ∞ω : 

mM
k

)1(
22

0 α−+
=ω , (24) 

mM
k

)1(
22

−α+α
α

=ω∞ , (25) 

где 0ω  — частота, на которой числитель (23) обраща-

ется в ноль, а ∞ω — частота, при которой знаменатель 
(23) обращается в ноль, т. е. ∞→β , при ∞ω→ω . 

2. Дробно-рациональные выражения (24), (25) поз-
воляют найти значения частот, при которых β  может 
принимать нулевые значения (частота 0ω ) и бесконеч-

но большие значения (частота ∞ω ). 
Отметим, что графики зависимостей характеристи-

ки асимметрии β существенным образом зависят от 
значений коэффициента связности внешних воздей-
ствий α . В качестве примеров на рис. 2–6 приведены 
графики )(ωβ  при различных значениях α . 

На рис. 2 приведен характерный график коэффици-
ента )(ωβ  в зависимости от частоты внешних возму-
щений ω  для коэффициента связности внешних воз-
мущений 0=α  и параметров системы, принимающих 
значения мkHk /721.0= , .9.0 кгm = , .25.2 кгM =  
График функции )(ωβ  имеет в модельном примере 
особенности на частотах:  

./.212
0 срад

mM
k

≈
+

=ω , 0=ω∞ . (26) 

Равенство нулю коэффициента связности α  означает, 
что одна из возмущающих внешних сил равна нулю, т. е. 

на систему действует одна внешняя гармоническая сила 
1Q , приложенная к массоинерционному элементу 1m . 

Представленная зависимость )(ωβ  для 0=α  иллюстри-
рует, что при одиночном действии внешнего возмущения 
связность внешних воздействий может существенно по-
влиять на асимметрию динамических реакций. 

Рис. 2. График функции )(ωβ  0=α , мkHk /721.0= , 

.9.0 кгm = .25.2 кгM = ./210 срад=ω , ./0 срад=ω∞  

3. В качестве базы для сравнения могут быть рас-
смотрены графики коэффициентов асимметрии (рис. 3 
и 4), соответствующие коэффициентам связности 
внешних сил, принимающие значения 1=α , 1−=α . 
Значение параметра связности 1=α  может быть ин-
терпретировано как равенство внешних воздействий по 
модулю и по направлению 31 QQ = . Соответствующий 
график 1)( ≡ωβ  представлен на рис. 3. Тождество 

1)( ≡ωβ  соответствует равенству реакций 
31 mm RR = . 

Рис. 3. График функции )(ωβ  1=α , мkHk /721.0= , 
.9.0 кгm = .25.2 кгM = ./31.250 срад=ω ,

./31.25 срад=ω∞
 

На рис. 4 представлен график коэффициента )(ωβ , 
соответствующего значению параметра связности 

1−=α . Значение 1−=α  интерпретируется как равен-
ство внешних воздействий по модулю и противопо-
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ложность по направлению 13 QQ −= . Соответствую-
щий график 1)( −≡ωβ , представленный на рис. 4, ха-
рактеризует соотношение реакций в виде 

13 mm RR −= . 

Рис. 4. График функции )(ωβ  1−=α , мkHk /721.0= , 
.9.0 кгm = .25.2 кгM = ./86.180 срад=ω , ./86.18 срад=ω∞

 

Отличительными особенностями от тождеств 
1)( ≡ωβ  и 1)( −≡ωβ  служат варианты влияния значе-

ний коэффициента 1,0 ≠α>α  и 1,0 −≠α<α  на ко-
эффициент асимметрии )(ωβ . 

На рис. 5 представлен вариант графика )(ωβ  для 
параметров 5−=α , мkHk /721.0= , .9.0 кгm =  

.25.2 кгM =  Представленный график )(ωβ  имеет осо-
бенности в двух точках. В частности, на частоте 

./72.130 срад=ω  коэффициент )(ωβ  принимает ну-
левое значение, а на частоте ./81.20 срад=ω∞  функ-
ция )(ωβ  терпит разрыв 2-го рода. 

На рис. 6 представлен вариант графика )(ωβ для 
параметров 5=α , мkHk /721.0= , .9.0 кгm =  

.25.2 кгM =  Представленный график )(ωβ  имеет од-
ну особенность на частоте ./03.22 срад=ω∞ , когда 
функция )(ωβ  терпит разрыв 2-го рода. 

Рис. 5. График функции )(ωβ  5−=α , мkHk /721.0= ,

.9.0 кгm = .25.2 кгM = ./72.130 срад=ω ,

./81.20 срад=ω∞  

Рис. 6. График функции )(ωβ  5=α , мkHk /721.0= , 

.9.0 кгm = .25.2 кгM = ./68.320 срадj=ω ,

./03.22 срад=ω∞  

Таким образом, можно полагать, что α , т. е. коэф-
фициент связности внешних силовых воздействий на 
механическую колебательную систему, может рас-
сматриваться как эффективный настроечный параметр. 

Заключение. Предлагаемый подход в построении 
математических моделей технических объектов, рабо-
тающих в специфических динамических условиях, поз-
воляет определиться с выбором рациональных направ-
лений в разработке конструктивно-технических реше-
ний, связанных с созданием надежных в эксплуатации 
машин, оборудования и аппаратуры при необходимо-
сти поддержания в условиях нормальной эксплуатации 
определенных требований к симметрии распределения 
нагрузок на отдельные элементы и узлы (или точки 
соединения) взаимодействующих элементов. 

Для составления математических моделей ориен-
тация исследований фиксируется на определении ди-
намических реакций связей. Реакция связей формиру-
ется на основе структурной математической модели, 
отражающей свойства исходной механической коле-
бательной системы, рассматриваемой как расчетная 
схема технического объекта. Однако при определении 
детализированных представлений в соотношении па-
раметров предлагается упрощенный подход, сводя-
щий структурную математическую модель к некото-
рой упрощенной модели, отражающей искомые дина-
мические состояния в предельных соотношениях за-
дачи. В качестве модельной рассматривается задача 
распределения усилий в формировании контактов в 
коллекторно-щеточном узле тягового двигателя с го-
ризонтальным расположением щеток. Предлагаемый 
подход может быть распространен и на более слож-
ные случаи расположения коллекторно-щеточных 
узлов. Важным для дальнейших приложений подхода 
является возможность выявления и учета при оценке 
динамических состояний технических объектов при 
динамических нагружениях асимметрии в распреде-
лении динамических реакций связей, определяющих 
формы взаимодействия элементов рассматриваемых 
объектов. 
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