
Системы Методы Технологии. В.А. Коронатов. Оптимальные режимы движения … 2020 № 1 (45) с. 13–20 

 

УДК 531; 539. 3; 531.37; 531.44: 629.4 DOI:10.18324/2077-5415-2020-1-13-20 

Оптимальные режимы движения ведущих колес при разгоне 
на прямолинейных участках пути. Границы применимости 
закона Кулона для материальных точек 

В.А. Коронатов 

Братский государственный университет, ул. Макаренко, 40, Братск, Россия 
kortavik@mail.ru 
https://orcid.org/0000-0002-1331-213Х 
Статья поступила 24.01.2020, принята 14.02.2020 

Оптимальные режимы разгона колесных систем достигаются, когда исключается чрезмерный рост проскальзывания ко-
лес и возможность их буксования. Для этого на скорость проскальзывания накладывается ограничение: она должна состав-
лять неизменную часть от текущей скорости центра колеса, например, такую же, как и в начале разгона. Достичь этого 
можно путем правильного регулирования прижимной силы на тормозные колодки. До сих пор это удавалось делать лишь 
приблизительно, исходя из эмпирических правил, вводимых на основании опыта эксплуатации колесных систем в железнодо-
рожном или автомобильном транспорте. Существующие теории ничего конкретного здесь предложить не могли, так как в 
них не учитывалась величина скорости проскальзывания при плоскопараллельном движении колес. И применение закона Куло-
на для колес было некорректно — они совершают не поступательное движение, а значит, необходимое условие для примене-
ния закона о трении не выполнялось. В новой теории качения, основанной на методе кинематических зон, эти недостатки 
устранены. Становится возможным устанавливать сначала оптимальные режимы движения колеса — через закон измене-
ния скорости его центра, а затем и определять прижимную силу в зависимости от этой скорости. Тем самым, впервые 
предложен чисто теоретический подход, без использования эмпирических соотношений для нахождения и практической реа-
лизации оптимальных режимов движения колеса при разгоне на прямолинейных участках пути — при подъеме, спуске или их 
отсутствии. Приведены примеры численного моделирования оптимального разгона ведущих колес и модели локомотива. 
Определены границы применимости закона Кулона для материальных точек: закон о трении для материальных точек следу-
ет применять тогда, когда заменяемые ими тела совершают поступательное движение. Что дает основание не согласиться 
с доказательством В.В. Козлова об убывании коэффициента сухого трения с ростом скорости, обоснованном им на примере 
скольжения тяжелой материальной точки. 

Ключевые слова: сухое трение; закон Кулона; коэффициент сухого трения; сила трения скольжения; теория качения; ме-
тод кинематических зон; материальная точка; колесо; колесные системы; тормозные колодки; оптимальный режим движения. 
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Optimum modes of acceleration of wheel systems are achieved when excessive growth of wheel slippage and the possibility of their 
slipping are excluded. To this end, a restriction is imposed on the slip speed: it must be an unchanged part of the current speed of the 
center of the wheel, for example, the same as at the beginning of acceleration. This can be achieved by properly regulating the down-
force on the brake pads. Until now, it has been possible to do this only approximately, based on empirical rules introduced on the basis 
of experience in operating wheeled systems in rail or road transport. Existing theories could not offer anything concrete here, since they 
did not take into account the magnitude of the slip rate during plane-parallel motion of the wheels. And the application of the Cou-
lomb’s law for wheels was not correct — they make an inaccessible movement, which means that the necessary condition for the appli-
cation of the law on friction was not fulfilled. In the new theory of rolling, based on the method of kinematic zones, these shortcomings 
are eliminated. It becomes possible to establish first the optimal modes of movement of the wheel — through the law of changing the 
speed of its center, and then determine the downforce, depending on this speed. Thus, for the first time, a purely theoretical approach 
has been proposed, without using empirical relationships, to find and practice the optimal modes of wheel movement during accelera-
tion in straight sections of the path — during ascent, descent or their absence. Examples of numerical modeling of optimal acceleration 
of driving wheels and a locomotive model are given. The limits of applicability of the Coulomb’s law for material points are defined: the 
law of friction for material points should be applied when the bodies replaced by them perform translational motion. All above-
mentioned facts give reason to disagree with the evidence of V.V. Kozlov on the decrease in the coefficient of dry friction with increas-
ing speed made by him on the example of sliding a heavy material point. 
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Введение. Наблюдения и опыт эксплуатации желез-
нодорожного и автомобильного транспорта показыва-
ют, что оптимальные режимы движения, включая раз-
гон и торможение, достигаются в тех случаях, когда 
величина скорости проскальзывания колес относитель-
но полотна дороги составляет неизменную часть от 
текущей скорости колесной системы (центра колеса) — 
например, такую же, как и в начале режима разгона. 
Скорость проскальзывания можно регулировать рабо-
той тормозной системы [1; 2], увеличивая или наоборот 
уменьшая силу давления на тормозные колодки. Наде-
яться на то, что этого можно добиться какой-то фикси-
рованной силой давления, не приходится — наблюде-
ния говорят о том, что, как правило, сила давления 
должна изменяться по какому-то заранее неизвестному 
закону. Установление такого закона ранее не представ-
лялось возможным. Существующая практика эксплуа-
тации колесных систем такова, что такой закон стара-
ются предугадать либо по заранее сформулированным 
эмпирическим правилам [1], исходя из имеющегося 
опыта, либо чисто интуитивно, методом проб и оши-
бок. В настоящее время, насколько известно автору, 
чисто теоретических методов или теорий для решения 
этих вопросов не существует. И прежде всего из-за от-
сутствия возможностей в существующих теориях каче-
ния учитывать величину скорости проскальзывания 
колес и их угловую скорость при нахождении сил со-
противления. Классические теории качения [3–8], по 
мнению автора, имели такие существенные недостатки: 

1. При определении компонентов сухого трения — си-
лы трения скольжения и момента сопротивления качению 
— используется напрямую закон Кулона. Что безоснова-
тельно, так как условие для применения этого закона вы-
ражает необходимость поступательного движения тел по 
отношению друг к другу. Именно для такого вида движе-
ния тел при скольжении Ш. Кулон и устанавливал свой 
закон экспериментальным путем. А движение колеса по 
отношению к дороге нельзя отнести к таковым. 

2. Теории плоскопараллельного качения никак не
учитывают величину скорости проскальзывания колеса 
относительно полотна на дороги и ее угловую скорость. 
Что приводит к тому, что для указанных компонентов 
берутся постоянные значения, которые соответствуют 
их максимальным значениям. Сила трения скольжения 
при таком подходе будет находиться, как при полном 
юзе, т. е. как при скольжении полностью заблокирован-
ных колес, а момент сопротивления качению — так, как 
если бы колесо совершало чистое качение при отсут-
ствии проскальзывания. Но это не так. При качении с 
проскальзыванием компоненты сил сухого трения 
должны принимать лишь часть от своих максимально 
допустимых значений — что было ранее показано в 
работах автора [9–11]. 

3. Несправедлив закон Кулона при описании движе-
ния колесных систем и в дифференциальном виде — 
его пытались применять при уточнении компонентов 
сил сопротивления в пятне контакта, при учете возни-
кающих деформаций колеса и полотна дороги [4]. 

4. В теории Картера [12–16] применительно к зада-
чам железнодорожного транспорта компоненты сил 
сопротивления определяются с учетом псевдоскольже-
ния через силы крипа, что приводит к сложным инте-
гральным выражениям, учет которых возможен лишь 
численным путем. Кроме того, здесь возникают слож-
ности с определением закона распределения контакт-
ных напряжений и изменения площади пятна контакта. 

Для корректного применения закона Кулона в зада-
чах качения была разработана новая теория [9–11; 17; 
18], основанная на методе кинематических зон и прин-
ципах физической мезомеханики. В этой теории из-
вестный закон Кулона о трении был фактически обоб-
щен и на случаи непоступательного движения тел по 
отношению друг к другу, а также были получены фор-
мулы для определения компонентов сил сухого трения 
в зависимости от кинематических скоростей — каче-
ния, верчения и проскальзывания. 

В данной работе показано, как с помощью новой 
теории качения можно теоретически определить опти-
мальные режимы разгона — через закон изменения 
скорости центра колеса, а для их практической реали-
зации и сами законы изменения сил прижатия тормоз-
ных колодок. Без использования каких-либо эмпириче-
ских соотношений или правил. И делается это впервые 
чисто теоретически на прямолинейных участках пути 
при разгоне, сначала на примере плоскопараллельного 
движения только одного ведущего колеса, а затем на 
примере упрощенной модели локомотива — при подъ-
еме. За основу взят отмеченный выше критерий о по-
стоянстве отношения скорости проскальзывания колес 
к скорости их центра. 

В сравнении с тем, как в настоящее время принято 
моделировать движение колесных систем железнодо-
рожного транспорта, в данной работе введены следую-
щие принципиальные нововведения: 

1. Сила трения скольжения F  и момент трения ка-
чения kM  для колес определяются не в виде постоян-
ных выражений: 

 fNF = ; NM k ρ= ,  (1) 
которые не изменяются с течением времени — что сле-
довало бы из непосредственного применения закона 
Кулона напрямую ( −ρ,f коэффициенты трения сколь-
жения и качения; −N реакция со стороны полотна до-
роги), а в виде переменных выражений — как функции 
от кинематических скоростей качения и проскальзыва-
ния [10; 17; 18]: 
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Здесь −ω угловая скорость колеса; −V  линейная 
скорость его центра; −u  скорость проскальзывания ко-
леса относительно полотна дороги; −h коэффициент 
пропорциональности, определяющий вытянутость пятна 
контакта, введенный в работе [10] при определении мо-
мента трения качения; −∆,b,a коэффициенты аппрок-
симации Паде, определяемые экспериментально соглас-
но методике, изложенной в [19]. Что делается на основе 
качественно новой теории качения, основанной на мето-
де кинематических зон и принципах физической мезо-
механики. Закон Кулона здесь напрямую неприменим — 
колесо совершает не поступательное движение, и фор-
мулы (1) здесь несправедливы. Закон о трении применим 
только при соблюдении необходимого условия: тела 
должны совершать поступательное движение относи-
тельно друг друга. При формальном применении формул 
(1), что обычно и делается, получается завышенное зна-
чение силы трения скольжения — как при скольжении 
полностью заблокированных колес и завышенное значе-
ние момента трения качения — как при чистом качении. 

2. Коэффициент сухого трения считается не пере-
менной величиной, а постоянной. В железнодорожном 
транспорте принято считать, что коэффициент трения 
скольжения обратно пропорционален скорости движе-
ния поезда [1; 2; 20–22], что, по мнению автора, нужда-
ется в доказательстве. Эмпирические соотношения для 
коэффициента трения, выражающие зависимость ко-
эффициента от скорости движения, выбирались на ос-
новании обработки опытных данных эксплуатации же-
лезнодорожного транспорта с использованием закона 
Кулона, что, по указанной выше причине, делалось не-
правильно [19]. Интересно заметить, что отмеченные 
некорректности в первых двух пунктах для общеприня-
тых подходов как бы нивелируют друг друга и делают 
их в итоге похожими на итоговые аналитические выра-
жения для компонентов сил сопротивления, получен-
ные автором. Но лишь приблизительно и, как уже от-
мечалось, на основе эмпирических соотношений. 

3. При торможении силы трения отождествляются
только с силами трения, возникающими между колесом 
и тормозной колодкой — что, по мнению автора, не-
правильно. Силами трения между колесом и рельсом 
пренебрегать нельзя, они также оказывают заметное 
влияние на торможение. Разница между значениями 
коэффициентов трения скольжения между колесом, 
тормозной колодкой и рельсом компенсируется разни-
цей между прижимной силой тормозной колодки и си-
лой давления на рельсы со стороны поезда. Кроме того, 
сила трения между колесом и колодкой также не будет 
постоянной величиной, определяемой напрямую с по-
мощью закона Кулона. Ее следует определять, согласно 
новой теории, по формуле: 
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Здесь −µ,T сила трения скольжения и коэффициент 
трения между колесом и колодкой. Основание: согласно 
записанной выше формуле (2), с учетом, что .ru ω=  

Ниже приведены примеры математического описа-
ния и численного моделирования разгона сначала толь-
ко одного ведущего колеса, а затем упрощенной модели 
локомотива — на прямолинейных участках дороги, в 
соответствии с качественно новой теорией качения. 

Разгон ведущего колеса на горизонтальном 
участке дороги. Расчетная схема для такого колеса 
приведена на рис. 1. 

y

Ο

FkM

r

Q Q

N

u

ω

M
x

z
T

T

R V

Рис. 1. Ведущее колесо на горизонтальном участке пути 

Примем следующие обозначении: −⋅ точка озна-
чает производную по времени t ; −I,r,m масса, радиус 
и осевой момент инерции колеса; −M  движущий мо-
мент, создаваемый двигателем, постоянный по модулю 
и направлению; −ν,R  сила и коэффициент пропорцио-
нальности силы сопротивления со стороны окружаю-
щей среды; −Q сила давления на тормозную колодку, 
закон изменения которой заранее неизвестен; −qq,ˆ
коэффициент и приведенный коэффициент, определя-
ющие отношение окружной скорости колеса к текущей 
скорости его центра, через которые задается, какую 
часть от скорости центра колеса будет составлять ско-
рость проскальзывания. На скорость проскальзывания 
накладывается ограничение: она должна составлять 
неизменную часть от текущей скорости колесной ма-
шины (центра колеса) — например, такую же, как и в 
начале режима разгона. Будем считать, что 

;constM;mgN ==  2VR ν= , и колесо катится с про-

скальзыванием ;;ff 00 µ=µ= ( )2
0 1 hV+ρ=ρ . Ско-

рость проскальзывания определяется как:
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Обозначим
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 Тогда уравнения движения для колеса запишутся так: 
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Окончательный вид уравнений:
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Рис. 2. Результаты численного моделирования 

при разгоне колеса по горизонтальному участку пути
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Рис. 3. Укрупненный график 
изменения прижимной силы )t(Q  

Первое уравнение системы (7) позволяет определить 
закон изменения скорости проскальзывания )t(u , что 
можно сделать, например, путем численного интегриро-
вания, а по ней и закон изменения скорости центра коле-
са )t(V , а также закон изменения прижимной силы 

)t(Q , действующей на тормозные колодки при опти-
мальном разгоне. Величина движущего момента, созда-
ваемого двигателем, должна удовлетворять третьему 
условию системы (7). На рис. 2 и 3 приведен пример 
численного моделирования оптимального разгона колеса 
при следующих исходных данных, приведенных в си-
стеме СИ: 
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Рис. 4. Ведущее колесо на подъеме 
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Разгон ведущего колеса при подъеме и спуске. Рас-
четные схемы для таких колес приведены на рис. 4 и 6. 

Проводя аналогичные рассуждения, получим урав-
нения движения при разгоне колеса на подъеме: 
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Результаты численного моделирования для этого
случая при тех же данных ( )5=α  показаны на рис. 5.
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Рис. 5. Результаты численного моделирования 
при разгоне колеса на подъеме 
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Рис. 6. Ведущее колесо на спуске 

При спуске уравнения движения примут вид: 
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Результаты численного моделирования для этого слу-
чая при прежних данных ( )5=α  показаны на рис. 7.
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Рис. 7. Результаты численного моделирования 
при разгоне колеса на спуске 

Разгон локомотива при подъеме. Расчетная схема 
для упрощенной модели локомотива приведена на рис. 8. 
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Рис. 8. Разгон локомотива на подъеме 

Под локомотивом будем понимать простейшую мо-
дель, изображенную на рис. 8. Здесь все колеса являют-
ся ведущими, и к ним приложены одинаковые силы и 
моменты. Уравнения движения для локомотива будут 
соответствовать системе уравнений (10). Здесь надо 
будет учитывать, что в этих уравнениях −m  это  масса 
всего локомотива ( )кгm 50000= , −1m  масса одного

17



Systems Methods Technologies. V.А. Koronatov. Optimal driving wheel ... 2020 № 1 (45) p. 13–20 

колеса, а движущий момент со стороны двигателя рав-
номерно распределен между всеми ведущими колесами 
(например, их 8). Результаты моделирования показаны 
на рис. 9. 
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Рис. 9. Результаты численного моделирования 
при разгоне локомотива на подъеме 

Границы применимости закона Кулона для ма-
териальных точек. Закон Кулона, как известно [20; 
21], был сформулирован не для материальных точек, а 
для реальных тел, совершающих скольжение. Каза-
лось бы, применение этого закона и для материальных 
точек не должно вызывать сомнений — что, собствен-
но, и подразумевалось до сих пор. Такая практика об-
щепринята в настоящее время и широко используется, 
например, при рассмотрении соответствующих при-
меров в учебниках по теоретической механике. И, тем 
не менее, это неправильно. Ш. Кулон формулировал 
свой закон на основе опытных данных, полученных 
для тел, совершающих поступательное движение [20; 
21]. Это говорит о том, что для применения закона 
Кулона следует соблюдать необходимое для этого 
условие: трущиеся тела должны совершать поступа-
тельное движение друг относительно друга. Для дру-
гих случаев движения соприкасающихся тел, напри-
мер, при качении или скольжении с верчением, закон о 
трении, вообще говоря, не соблюдается. Об этом гово-

рят, например, публикации [4; 5; 16; 23–25], подкреп-
ленные опытными данными. То есть, критерием при-
менения закона Кулона является выполнение необхо-
димого для этого условия. И на этот неоспоримый 
факт автор обращал внимание в своих предыдущих 
работах [9–11; 19]. Очевидно, что и при использова-
нии закона о трении для материальных точек тоже 
необходимо следить, чтобы заменяемые ими тела со-
вершали поступательное движение. Тем самым, при 
идеализации путем введения материальных точек, 
помимо прочего, следует обращать внимание и на то, 
какое движение совершает исходное тело, если пред-
полагается учитывать силы трения скольжения. Иначе 
получаемая модель будет некорректной, что приведет 
к неверным результатам. Например, при определении 
пройденного пути на прямолинейном участке движе-
ния вращающейся шайбы: при отсутствии сил трения 
шайбу можно принять за материальную точку, а при 
учете сил трения — нет. Иначе в последнем случае 
длина пути получилась бы заниженной по сравнению 
с действительностью. 

Подобная некорректность, по мнению автора, была 
допущена и в публикации В.В. Козлова [26], где приво-
дилось теоретическое обоснование того, что коэффици-
ент сухого трения уменьшается при росте скорости. 
Для доказательства этого факта в данной статье рас-
сматривалась тяжелая материальная точка, которая 
скользила в вертикальной плоскости по гладкой перио-
дической кривой под действие силы тяжести и посто-
янной горизонтальной силы. Здесь для реального тела, 
заменяемого материальной точкой, вопрос о возможно-
сти совершать поступательное движение под действи-
ем указанных сил при скольжении по периодической 
гладкой кривой и взаимодействуя с ней как со связью 
никак не обсуждался. Ответ на этот вопрос, как следует 
из вышесказанного, определяет, корректна принятая 
модель или нет. Поэтому, опуская детали приведенных 
рассуждений, следует сразу заметить, что в рассматри-
ваемом случае применение закона Кулона было не-
обоснованно. А значит, и утверждение об уменьшении 
коэффициента сухого трения от скорости  все еще 
остается под вопросом. 

Замечу попутно, что и в другой статье уважаемого 
академика [27], где описывалась работа тормозной ко-
лодки, применение закона Кулона делалось для тел, 
совершающих не поступательное движение — что, 
опять же, было некорректно. Это говорит о том, что 
раньше при использовании закона Кулона соблюдение 
необходимого условия для этого почему-то считалось 
необязательным. 

Заключение. Получены следующие результаты: 
1. Сформулирован критерий оптимальности разгона

для колесных машин. 
2. Предложен алгоритм, дающий возможность авто-

матического регулирования работы тормозной системы, 
в зависимости от профиля прямолинейной дороги. 

3. Приведены примеры численного моделирова-
ния разгона для ведущих колес и простейшей модели 
локомотива. 

4. Определены границы применимости закона Ку-
лона для материальных точек: для материальных точек 
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при использовании закона о трении тоже необходимо 
следить, чтобы заменяемые ими тела совершали посту-
пательное движение, т. е. выполнялось необходимое 
условие для применения закона о трении. 

5. Показано, что нельзя назвать корректным дока-
зательство об убывании коэффициента сухого трения 

с ростом скорости, приведенное академиком В.В. 
Козловым на страницах журнала «Доклады Акаде-
мии наук», на примере скольжения тяжелой матери-
альной точки. Правомерность перехода от реального 
тела к материальной точке была необоснованна и 
вызывает сомнения. 
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