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Показано, что при сплющивании сферы распределение контактного давления представляет собой функцию сложной 
формы. Знание и описание функции распределения контактного давления имеет практическую важность при решении вопро-
сов упругого продавливания материалов и упругого восстановления отпечатка при разгрузке. Представлена методология 
определения перемещений точек полупространства при действии нагрузки сложной формы, т. е. нагрузки, которую можно 
представить комбинацией нескольких уравнений для описания на смежных участках. С этой целью авторы предлагают ис-

пользовать осесимметричную нагрузку вида ( ) ( )( )β−β+= 2211 arprp m , где 5.05.0 ≤β≤− . Указано, что ранее используемый
авторами метод не подходит для определения перемещения полупространства от сложной нагрузки. Согласно предлагаемой 
методике вначале определяется перемещение точки A( )0,ar  полупространства от кольцевой нагрузки, создаваемой постоян-

ным давлением rp  на кольцевой площадке шириной dr  на расстоянии r  от оси симметрии для случаев, когда rra ≤  и

rra > . Затем определяется суммарное перемещение точки A( )0,ar  в пределах действия нагрузки простого вида. Сравнение
аналитических результатов определения перемещений точек полупространства, полученных по предлагаемой методике, с 
ранее полученными результатами показало их идеальное совпадение. Это позволяет рекомендовать использование предлага-
емой методики для определения перемещения в пределах и вне области действия на полупространство нагрузки сложной 
формы. Представлены выражения для использования предлагаемой методики для определения перемещений полупростран-
ства от нагрузки, описываемой двумя функциями. 

Ключевые слова: сплющивание сферы; осесимметричная нагрузка; распределение контактного давления; кольцевая эле-
ментарная нагрузка; перемещение точек полупространства; нагрузка сложной формы. 
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It is shown that when the sphere is flattened, the distribution of contact pressure is a function of complex shape. The knowledge 
and description of the contact pressure distribution function is of practical importance in solving the issues of elastic punching of 
materials and elastic recovery of an imprint during unloading. A methodology for determining the displacements of half-space 
points under the action of a load of complex shape, i.e. load, which can be represented by a combination of several equations to 
describe in adjacent areas. To this end, the authors propose the use of an axisymmetric load of the form ( ) ( )( )β−β+= 2211 arprp m , 
where 5.05.0 ≤β≤− . It is indicated that the method previously used by the authors is not suitable for determining the movement of 
half-space from a complex load. According to the proposed methodology, the displacement of point A( )0,ar  is first determined 

(half-spaces from the annular load created by constant pressure rp  on the annular platform with a width dr  at a distance r from

the axis of symmetry for cases when rra ≤  and rra > . Then the total displacement of point A( )0,ar  is determined (within the limits
of the load of a simple form. Verification of the obtained analytical results by the proposed method with the previously obtained by 
the determination of the displacements of the points of half-space showed their perfect coincidence. This made it possible to recom-
mend the use of the proposed methodology for determining displacements within and outside the range of action on a half-space of a 
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load of complex shape. Expressions are presented for using the proposed technique for determining the displacements of half-space 
from a load described by two functions. 

Keywords: flattening of the sphere; axisymmetric load; distribution of contact pressure; annular elementary load; displacement of 
half-space points; complex load. 

Введение. Большинство моделей инженерных по-
верхностей на микроуровнях представлены неровно-
стями в виде набора сферических сегментов одинако-
вых радиусов с гауссовым распределением по высоте 
[1] или с распределением, соответствующим кривой 
опорной поверхности [2; 3]. Для расчета реальной 
площади контакта и других характеристик указанные 
модели предполагают, что контакт двух шероховатых 
поверхностей может быть представлен как контакт эк-
вивалентной шероховатой поверхности с гладкой плос-
костью. Решение данной задачи имеет приложения в 
трибологии [4–6], герметологии [7–11], в электро- [12; 
13] и термоконтактах [14–16].

Контакт отдельной неровности в большинстве слу-
чаях также моделируют как контакт сферы и плоско-
сти, которые разделяют на две основные группы [17]: 
модели внедрения, когда плоскость деформируется, а 
полусфера либо жесткая, либо упругая; модели сплю-
щивания, когда плоскость считается жесткой, а сфера 
деформируется. Как указано в работах [18; 19], в про-
шлом было выполнено много аналитических, экспери-
ментальных и численных исследований с целью моде-
лирования и прогнозирования свойств контакта, однако 
из-за сложности процесса не было предложено замкну-
того решения для упругопластических контактов. 

При внедрении сферы в деформируемое полупро-
странство различают упругую область, а также области 
ограниченной и развитой упругопластичности [20; 21]. 
Они отличаются соотношением роли двух независимых 
процессов — упругого продавливания (sink-in) и пла-
стического вытеснения материала (pile-up), что под-
тверждается результатами работы [22]. Очевидно также 
наличие указанных областей при сплющивании сферы. 
Поэтому, на наш взгляд, к проблемам изучения упруго-
пластичности можно отнести вопросы упругого про-
давливания материалов и упругого восстановления от-
печатка при сплющивании сферы ввиду их практи-
ческой важности. Напомним, что их решение актуально 
при использовании диаграммы кинетического инденти-
рования для описания упругопластического контактно-
го взаимодействия [23], а также при определении плот-
ности стыка шероховатых поверхностей [24] и опреде-
лении контактных характеристик при разгрузке предва-
рительно нагруженного стыка [25]. 

Для решения указанных задач необходимо знание 
распределения давления на площадке контакта. В рабо-
те [23] показано, что если ветвь упругопластического 
нагружения сферы диаграммы кинетического инденти-
рования имеет вид: 

α= hCP l , (1) 

где α−= mml hPC ; mP  — максимальная нагрузка; h — 
перемещение в контакте; mh  — максимальное переме-
щение; 5.1...1=α  — константа, то распределение дав-
ления на площадке контакта описывается выражением: 

( )
β











−= 2

2

0 1
a
rprp ,   (2) 

где 1−= αβ ; ( )10 += βmpp ; ( )2aPpm p=  — среднее
давление в контакте. 

Аналитические выражения для распределения дав-
ления на площадке контакта при сплющивании сферы в 
технической литературе практически отсутствуют. Ис-
ключение составляют работы [26; 27]. Авторами [26] 
впервые была предложена упругопластическая эмпи-
рическая модель, согласно которой распределение кон-
тактного давления для пластически деформированной 
сферы предполагалось равномерным и равным макси-
мальному герцевскому давлению при критическом пе-
ремещении. В работе [27] аналогично предложено рав-
номерное распределение давления в центральной части 
области контакта и эллиптическое распределение вне 
этой части, начиная с максимального давления и при-
ближаясь к нулю на границе контакта. 

В работе [28, рис. 3] V. Brizmer с соавторами пред-
ставили распределение контактного давления, полу-
ченное в результате конечно-элементного моделирова-
ния, при сплющивании сферы в условиях сцепления 
(stick) и в условиях скольжения (slip) для разных значе-
ний относительной величины сплющивания ∗ω  (рис. 1). 

Рис. 1. Влияние на распределение безразмерного 
контактного давления условий нагружения [28] 

Как следует из [27; 28], распределение давления на 
площадке может быть сложной формы, т. е. представлять 
собой комбинацию нескольких уравнений для описания 
на разных участках. Возникает вопрос — как, в случае 
действия на полупространство распределения давления 
сложной формы, определить перемещения в пределах и 
вне области действия нагрузки? Ответ на данный вопрос 
определяет цель настоящих исследований. 

Методология решения поставленной задачи. 
Определение напряженно-деформированного состоя-
ния при действии на полупространство нагрузки вида 
(2) рассмотрено в работе [29]. Ранее в технической ли-
тературе по теории упругости и механике контактного 
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взаимодействия [30; 31 и др.] были рассмотрены част-
ные случаи напряженно-деформированного состояния: 
при β = 0 (равномерное распределение), при β = 0,5 
(герцевское распределение), при β = –0,5 (постоянное 
нормальное смещение, или осадка). Для 5.00 << β  
данные отсутствовали ввиду сложностей получения 
аналитических выражений при интегрировании произ-
ведений степенных функций с дробными степенями. 
Используя описанный в [31, раздел 4.3] метод для вы-
числения перемещений во внутренней точке от нагруз-
ки вида (2), авторы [29] получили: 

( ) ( )

( ) 









−β−⋅+β+βΒ×

×⋅β+⋅= +β

2
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12

12
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2
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2
11,1

21

a
rF

E
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z

, (3) 

где ( )21,ααΒ  — бета-функция; ( )xcbaF ,,,12  — гипергео-
метрическая функция Гаусса; E  — модуль упругости. 

Аналогично для точки вне круговой области нагру-
жения: 
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Как показал анализ полученных выражений (3) и 
(4), они действительны для значений 5.05.0 ≤β≤− , 
однако для распределения контактных давлений слож-
ной формы используемый в [29] метод не подходит. 

Рис. 2. Схемы распределения давлений нагрузки вида (2) 

На рис. 2 представлены графические схемы зави-
симостей вида (2) при положительных и отрицатель-
ных значениях β , а также при 0=β . Как следует из 
схем (рис. 2), распределение нагрузки сложной формы 
(например, на рис. 1 или в работе [27]) на разных 
участках можно представить комбинациями функций 
вида (2) с разными степенями. Суть предлагаемого 
нами метода приведена ниже. 

Так как приложенная к полупространству нагрузка 
является осесимметричной, вначале определим пере-
мещение точки A( )0,ar  полупространства от кольцевой 
нагрузки, создаваемой постоянным давлением rp  на 
кольцевой площадке шириной dr  на расстоянии r  от 

оси симметрии. При этом следует различать случаи, 
когда rra ≤ (рис. 3а) и когда rra > (рис. 3б). 

Рассмотрим случай, когда rra ≤ . Перемещения от 
действия нормального давления, распределенного по 
области S поверхности полупространства, могут быть 
найдены посредством суперпозиции с использованием 
результатов для сосредоточенной силы P. Для осевых 
перемещений [31]: 

s
P

G
uz ⋅

π
ν−

=
2
1

,
  

(5)

где ( )ν+= 12EG  — модуль сдвига; E — модуль упруго-
сти; ν — коэффициент Пуассона; s — расстояние от 
точки действия сосредоточенной силы ϕ= sdsdpP r  
до точки A( )0,ar . 

а) 

б) 
Рис. 3. Схема определения перемещений точки A( )0,ar
полупространства от элементарной кольцевой нагрузки 
для rra ≤ (а) и для rra > (б)

Перемещение точки A( )0,ar  полупространства от 
кольцевой нагрузки (рис. 3а): 

∫∫=
S

r
z dsd

E
pud ϕ
p

 .   (6) 

Из теоремы косинусов следует: 

( ) ϕ++=ϕ−π−+= cos2cos2 22222 srsrsrsrr aaaa , (7)

ϕ−+ϕ−= 222 sincos aa rrrs  ,  (8) 

( ) 5.0222 sin ϕ−

⋅
=

arr

drrds (9) 

Подставляя (9) в (6), получим: 

dr
r
r

E
p

r
r

drd
E
pud

r

ar

r a

r
z ∫∫ ∫ 






Κ

p
=











ϕ−

ϕ
p

=
p

22

sin1

2

0
5.0

2
2

2
, (10) 

где ( )kΚ  — полный эллиптический интеграл Лежандра
1-го рода, который для удобства расчета в среде 
Mathcad представим в виде: 

9



Systems Methods Technologies. P.M. Ogar et al. Determination of displacements ... 2020 № 1 (45) p. 7–12 

( ) ( )2
12 ;1;5.0,5.0

2
kFk π

=Κ .  (11) 

Рассмотрим случай, когда rra > . 
Из рис. 3б следует: 

ϕ−+= cos2222
aa rrrrs .  (12) 

Перемещение точки A( )0,ar  полупространства от 
кольцевой нагрузки: 

( )
( ) dr

rr
rr

rr
r

E
p

rrrr

rdrd
E
pud

r a

a

a

r

r aa

r
z

∫

∫ ∫












+
Κ

+p
=

=
ϕ−+

ϕ
p

=
p

1
222

cos2

2

5.0

0
5.022

.  (13) 

В качестве примера рассмотрим приложение выра-
жений (10) и (13) для расчета перемещений точки в 
пределах действия нагрузки вида (2). Перемещения от 
кольцевой нагрузки для arr ≤≤0  равны: 

 ( ) ( ) dr
rr

rr
a
r

rrE
pu

a

a
r

a

m
z

a











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Κ










−

+p
β+

=
β

∫ 1
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1
114 5.0

2

2

0
1 ; (14) 

перемещения от кольцевой нагрузки для arra ≤≤ : 

( ) dr
r
r

a
r

E
pu a

r
m

z

a







Κ


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





−

p
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2

0
2 114 . (15) 

С учетом выражения (11) и обозначая ρ=aρ , 

aa ar r=  для суммарного перемещения точки A( )0,ar
в пределах действия нагрузки вида (2), получим: 

( ) ( ) ( )azazazA uuu ρ+ρ=ρ 21 ,  (16) 
где: 

( ) ( ) ( )

( )
ρ






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
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ρρ
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 , (17) 

( ) ( ) ( ) ρ










ρ
ρ

ρ−β+=ρ ∫
ρ

β
dF

E
apu

a
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1

2

2

12
2

2 ,1,
2
1,

2
1112 . (18) 

Для сравнения результатов расчета перемещений по 
выражениям (3) и (16) представим их левые части в 
безразмерном виде:  

( )
m

z
z ap

EuF ρ
=ρ)(  , ( )

m

azA
azA ap

EuF ρ
=ρ )( .   (19) 

Как видно на рис. 4а, б, зависимости ( )ρzF  и
( )azAF ρ  для значений 4.0=β  и 1.0=β  идеально совпа-

дают. Это свидетельствует о возможности использова-
ния предлагаемой методики для определения переме-
щения в пределах и вне области действия на полупро-
странство нагрузки сложной формы. 

а) б) 
Рис. 4. Зависимости )(ρzF  и )( azAF ρ  при разных значениях

Допустим, что для областей с 10 ρ≤ρ≤  и 11 ≤ρ≤ρ  
распределение нагрузки описывается соответственно 
уравнениями ( )ρ1p  и ( )ρ2p . В таком случае, если

10 ρ≤ρ≤ a , то перемещение точки A равно: 
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
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


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где ( ) ( )
a

a
akk

ρρ+
ρρ

=ρρ=
1

2,
5.0

11 , ( )
ρ
ρ

=ρρ= a
akk ,22 . 

Для 11 ≤ρ≤ρ a  перемещение точки A: 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )






















ρΚρ+ρΚ
ρρ+
ρ

+

+ρΚ
ρρ+
ρ

π
=ρ

∫ ∫

∫
ρ

ρ ρ

ρ

dkπdkπ

dkπ

E
au

a

a

a
azA

2

1

21
2

1
0

1

1 1

1

1

14 (21) 

Если точка A находится вне области действия 
нагрузки, то перемещения: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )











ρΚρ+ρΚρ

π
=ρ ∫ ∫

ρ

ρ

dkπdkπ
E
au azA 1

0

1

211

1

1

4 . (22) 

Аналогично можно определить перемещение точки 
при описании осесимметричной нагрузки тремя и бо-
лее функциями. 
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В дальнейших исследованиях авторы рассмотрят 
целесообразность уточнения распределения контакт-
ных давлений при сплющивании сферы для определе-
ния плотности стыка шероховатых поверхностей и кон-
тактных характеристик при разгрузке предварительно 
нагруженного стыка. 

Заключение. 
1. Показано, что при сплющивании сферы распре-

деление контактного давления представляет собой 
функцию сложной формы. Знание и описание функции 
распределения контактного давления имеет практиче-
скую важность при решении вопросов упругого про-
давливания материалов и упругого восстановления от-
печатка при разгрузке. 

2. Для описания нагрузки сложной формы, т. е.
нагрузки, которую можно представить комбинацией 
нескольких уравнений для описания на смежных 
участках, авторы предлагают использовать осесиммет-
ричную нагрузку вида (2). 

3. Указано, что ранее используемый метод [29] не
подходит для определения перемещения полупростран-
ства от сложной нагрузки. 

4. Согласно предлагаемой методике вначале опреде-
ляется перемещение точки A( )0,ar  полупространства от 
кольцевой нагрузки, создаваемой постоянным давлением 

rp  на кольцевой площадке шириной dr  на расстоянии 
r  от оси симметрии для случаев, когда rra ≤  и rra > .
Затем определяется суммарное перемещение точки A(

)0,ar  в пределах действия нагрузки простого вида. 
5. Проверка полученных аналитических результатов

по предлагаемой методике с ранее полученными в [29] 
по определению перемещений точек полупространства 
показала их идеальное совпадение. 

6. Полученные результаты позволяют рекомендо-
вать использование предлагаемой методики для опре-
деления перемещения в пределах и вне области дей-
ствия на полупространство нагрузки сложной формы. 
Представлены выражения для использования предла-
гаемой методики при определении перемещений по-
лупространства от нагрузки, описываемой двумя 
функциями. 
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