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Организация эффективной утилизации и переработки отходов лесозаготовительного производства представляет собой 
комплексную научную проблему. Одним из основных направлений ее решения является развитие производства экологически чи-
стого биотоплива из древесных отходов. Переход к экологически чистой и ресурсосберегающей энергетике относится к прио-
ритетным направлениям Стратегии научно-технологического развития Российской Федерации. Наиболее распространенными 
видами биотоплива, производимого из древесных отходов, являются пеллеты и брикеты. Организация современных промышлен-
ных линий гранулирования рентабельна лишь при значительных объемах перерабатываемого сырья, недостижимых для малых 
лесоперерабатывающих предприятий. Требования к фракционному составу и качеству сырья более строги по сравнению с бри-
кетным производством. К настоящему времени разработаны модели статического прессования измельченных древесных мате-
риалов, основывающиеся на допущении о том, что скорость обработки не оказывает существенного влияния на показатели 
уплотнения. Такое допущение далеко не во всех случаях справедливо, поскольку на деформации материала оказывают влияние не 
только инерционные эффекты, которыми при статическом прессовании справедливо можно пренебречь, но и реологические 
свойства брикетируемого сырья, проявляющиеся и при сравнительно «медленных» режимах обработки. Характер изменения 
потребного давления прессования, стремительно увеличивающегося при плотности брикета свыше 1 000 кг/м3, в известных мо-
делях передан не вполне точно, что объясняется использованием линейных выражений деформативных свойств материала бри-
кета от плотности. Для того чтобы разработать математическую модель прессования древесного сырья, учитывающую его 
упруго-вязко-пластические свойства, раскрывающую их изменение в процессе уплотнения, необходима математическая модель, 
адекватно описывающая физико-механические свойства сырья, поступающего на брикетирование. 

Ключевые слова: математическое моделирование; физико-механические свойства; прессование; топливные брикеты. 
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The organization of efficient utilization and recycling of logging waste is a complex scientific problem. One of the main directions of 
its solution is the development of production of environmentally friendly biofuels from wood waste. The transition to environmentally 
friendly and resource-saving energy is one of the priority areas of the Strategy for Scientific and Technological Development of the 
Russian Federation. The most common types of biofuels produced from wood waste are pellets and briquettes. The organization of mod-
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ern industrial granulation lines is profitable only when significant volumes of processed raw materials are not available for small tim-
ber processing enterprises. Requirements for the fractional composition and quality of raw materials are more stringent than in bri-
quette production. To date, models have been developed for static pressing of crushed wood materials based on the assumption that the 
processing speed does not significantly affect the compaction performance. This assumption is not always true, since the deformation of 
the material is influenced not only by the inertial effects, which  can be fairly controlled during static pressing, but also by the rheologi-
cal properties of the briquetted raw material, which are also manifested in relatively «slow» processing modes. The nature of the 
change in the required pressing pressure, which rapidly increases when the briquette density exceeds 1000 kg / m3, is not accurately 
transmitted in the known models, which is explained by the use of linear expressions of the deformative properties of the briquette mate-
rial as a function of density. In order to develop a mathematical model of pressing wood raw materials, taking into account its elastic-
visco-plastic properties, revealing their change in the process of compaction, a mathematical model is necessary that adequately de-
scribes the physical and mechanical properties of the raw materials coming to briquetting. 

Keywords: mathematical modeling; physical and mechanical properties; pressing; fuel briquettes. 

Введение. Для выработки практических рекоменда-
ций по совершенствованию процесса производства био-
топлива необходимы систематизированные сведения о 
деформативных свойствах сырья, с использованием ко-
торых строятся математические модели измельчения и 
брикетирования древесной массы. Известны результаты 
экспериментальных исследований процесса брикетиро-
вания с использованием штемпельных прессов и выво-
дом зависимостей плотности брикетов от давления прес-
сования [1]. В работах [2; 3] рассмотрены теоретические 
подходы к определению упругих свойств прессуемого 
сырья, основу подходов составляют положения механи-
ки композитов [4] и теории упругости анизотропного 
тела [5]. Экспериментальные данные, подтвердившие 
принципиальную корректность подходов, представлены 
в статьях [6; 7]. Вместе с тем, нелинейный характер 
упругих, вязких и пластических деформаций сырья, вы-
званных изменением его плотности при прессовании, 
ранее в моделях не учитывался, что снижает область 
практического применения полученных результатов. 

Цель работы: уточнить взаимосвязи деформатив-
ных свойств и плотности сырья для получения древес-
ных топливных брикетов с учетом их нелинейности. 

Материалы и методы исследования. Использованы 
справочные данные о физико-механических свойствах 
коры и древесины. Использованы методы аппроксима-
ции численных данных. 

Результаты исследования. Древесина считается 
анизотропным материалом, схема анизотропии которо-
го ортогональна. Выделяют три главных направления 
упругой симметрии: направление, продольное относи-
тельно волокон (1), радиальное направление (2) и тан-
генциальное направление (3). Для случаев, когда внеш-
нее силовое воздействие оказывается параллельно ука-
занным осям, матричная форма записи обобщенного 
закона Гука имеет вид [8]: 
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где εx, εy, εz,γzy, γzx, γxy — деформации по направлениям 
главных осей упругой симметрии; σx, σy, σz,τzy, τzx, τxy — 
напряжения по главным направлениям упругой сим-
метрии; ajk — коэффициенты деформации, которые, в 

свою очередь, связаны с упругими постоянными древе-
сины уравнениями [8]: 
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где E11, E22, E33 — модули деформации по соответству-
ющим направлениям главных осей упругой симметрии 
древесины; μ12, μ21, μ23, μ32, μ13, μ31 — коэффициенты 
Пуассона; G23, G13,G12 — модули сдвига. 

Обрабатываемый материал состоит из большого 
числа древесных частиц, хаотично ориентированных в 
пространстве установки. Внешнее силовое воздействие 
осуществляется по осям ортогональной системы коор-
динат xyz, связанной с машиной (измельчителем либо 
прессом) и неподвижной в пространстве. Главные оси 
упругой симметрии отдельных частиц произвольно 
ориентированы относительно осей неподвижной си-
стемы координат. Тогда в формулировке обобщенного 
закона Гука, аналогичной по структуре уравнению (1), 
следует воспользоваться коэффициентами деформации, 
рассчитанными по формуле: 
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Расшифровка вспомогательных символов q пред-
ставлена в табл. 1 (номер строки здесь и далее соответ-
ствует первому нижнему индексу, номер столбца — 
второму). 

В табл. 1 l — направляющие косинусы между осями 
двух систем координат (исходной подвижной, оси кото-
рой соответствуют главным осям упругой симметрии 
древесины, и неподвижной ортогональной системы 
координат, оси которой связаны с пресс-формой). 

Примем, что подвижная система координат враща-
ется относительно оси x на угол θ, относительно оси z 
— на угол ψ, относительно оси y — на угол φ. Схема 
перехода от системы координат Oxyz к системе Oxiyizi
представлена на рис. 2. 

При повороте вокруг оси y на угол θ ось x занимает 
положение xi’, ось z — положение zi’, ось y не меняет 
своего положения. Косинусы между осями координат 
системы Oxyz и системы Oxiyizj представим в матрич-
ном виде [8; 9]: 
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Таблица 1. Символы q для пересчета коэффициентов 
деформации в произвольной ортогональной системе 
координат 

1 2 3 4 5 6 
1 l11

2 l12
2 l13

2 l12l13 l13l11 l12l11 
2 l21

2 l22
2 l23

2 l23l22 l23l21 l22l21 
3 l31

2 l32
2 l33

2 l33l32 l33l31 l32l31 

4 2l31l21 2l32l22 2l33l23 
l33l22 + 
l32l23 

l33l21 + 
l31l23 

l31l22 + 
l32l21 

5 2l31l11 2l32l12 2l33l13 
l33l12 + 
l32l13 

l33l11 + 
l31l13 

l31l12 + 
l32l11 

6 2l21l11 2l12l22 2l13l23 
l13l22 + 
l12l23 

l13l21 + 
l11l23 

l11l22 + 
l12l21 

Рис. 2. Схема перехода от системы координат Oxyz 
к системе Oxiyizi

При повороте вокруг оси zi’ на угол φ ось xi’ занима-
ет положение xi, ось y — положение yi’, ось zi’ не меня-
ет своего положения. Косинусы между осями коорди-
нат системы Oxyz и системы Oxiyizj представим в мат-
ричном виде [8; 9]: 
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При повороте вокруг оси xi на угол ψ ось yi’ занима-
ет положение yi, ось zi’ — положение zi, ось xi не меняет 
своего положения. Косинусы между осями координат 
системы Oxyz и системы Oxiyizj представим в матрич-
ном виде [8; 9]: 
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Для получения матрицы направляющих косинусов 
при вращении анизотропной среды вокруг трех осей 
упругой симметрии найдем произведение матриц: 
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Тогда матрица направляющих косинусов имеет вид: 
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Поскольку принято допущение, что частицы древе-
сины ориентированы в пространстве пресс-формы хао-
тически, математические ожидания коэффициентов 
деформации конгломерата древесных частиц при воз-
действии по осям неподвижной системы координат xyz 
рассчитаем по формуле [8; 9]: 
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Для расчета используем значения коэффициентов 
деформации, приведенные в работе [10]. 

При помощи уравнений (3), (4) и табл. 1, 2 опреде-
лим коэффициенты деформации в жесткой системе ко-
ординат, затем вычислим математическое ожидание 
коэффициентов по уравнению (5) и значения упругих 
постоянных по уравнению (2). 

Расчеты выполнены в среде Maple 2018. В результа-
те установлено, что коэффициенты a11, a22, a33

 равны 
между собой, таким образом, по уравнениям (2.2), E11 = 
E22 = E33 = E. Также равны коэффициенты a12, a13, a23, 
a21, a31, a32, кроме того, друг другу равны и коэффици-
енты a44, a55, a66. Таким образом, ν12, ν13, ν23, ν21, ν31, ν32
= ν, G12 = G13 = G23 = G. 

Результаты расчетов представлены в табл. 3. Данные 
расчеты получены для конгломератов с плотностью, 
соответствующей плотности цельной древесины соот-
ветствующей породы, сведения о плотности пород дре-
весины ρ [10] представлены в той же таблице. 

Анализируя данные табл. 3, отметим, что величина 
модулей деформации E [МПа] и сдвига G [МПа], а так-
же коэффициента Пуассона μ практически точно выра-
жается через плотность древесины ρ с помощью сте-
пенных уравнений: 

Eb
EaE ρ= ,          (10) 

Gb
GaG ρ= ,          (11) 

µρµ µ
ba= ,        (12) 

где a, b — числовые коэффициенты, aE = 6 698,8; bE = 
3,5768; aG = 2 755,5; bG = 3,6712; aμ = 0,22; bμ = –0,432. 
Таблица 2. Значения коэффициентов деформации 
древесины, 10–4 МПа 
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Таблица 3. Результаты расчета модуля упругости 
и сдвига, коэффициентов Пуассона конгломератов 
древесных частиц с плотностью цельной древесины 

Порода древесины ρ, г/см3 E, МПа м G, МПа
Ель 0,445 367 0,31 140 
Сосна 0,505 611 0,3 235 
Береза 0,640 1 188 0,26 471 
Бук 0,680 1 783 0,27 703 
Дуб 0,700 2 220 0,26 879 
Ясень 0,690 1 553 0,25 621 

Графические зависимости (10), (11), (12) представ-
лены на рис. 2 и 3. 

Рис. 2. Взаимосвязь плотности, модуля деформации и 
модуля сдвига конгломерата прессуемых древесных 
частиц 

Рис. 3. Взаимосвязь плотности и коэффициента Пуас-
сона конгломерата прессуемых древесных частиц 

Далее повторим вычисления, но уже для пределов 
прочности древесины при сжатии и разрыве, в каче-
стве основы используем данные, представленные в 
табл. 4. 

Таблица 4. Пределы прочности древесины при растя-
жении и разрыве по направлениям симметрии прочно-
сти, МПа 

Порода 
При растяжении При сжатии 

σсж, a σсж, r σсж, t σр, a σр, r σр, t 
Ель 100 4,8 3,0 39 – – 
Сосна 103 4,8 4,8 45 3,6 6,7 
Береза 169 10,9 6,9 77 12,3 6,5 
Бук 118 12,1 7,9 47,5 7,8 5,2 
Дуб – 7,7 6,0 51 7,6 5,6 
Ясень 139 8,7 6,7 50 9,0 9,9 

Результаты расчетов представлены в табл. 5. 
Анализ табличных данных показывает, что преде-

лы прочности на сжатие и разрыв при хаотическом 
ориентировании древесных частиц также связаны с их 
плотностью: 

сжb
сжсж a σρσ σ= , (13) 

рb
рр a σρσ σ=  ,  (14) 

где a, b — числовые коэффициенты, aσсж = 56,963; bσсж 
= 2,7197; aσр = 48,755; bσр = 3,3846. 

Таблица 5. Результаты расчета пределов прочности 
при сжатии и разрыве хаотически ориентированных 
древесных частиц 

Порода древесины ρ, г/см3 σсж σр 

Ель 0,445 5,51 3,14 
Сосна 0,505 11 4,72 
Береза 0,640 15,44 12,26 
Бук 0,680 19,61 12,48 
Дуб 0,700 20,19 12,42 
Ясень 0,690 22,87 15,54 

Рис. 4. Взаимосвязь пределов прочности на сжатие и 
на разрыв от плотности хаотически ориентированных 
древесных частиц 

Сопоставляя уравнения (10), (13), (14), отметим, что 
пределы прочности тесно связаны с модулем деформа-
ции E: 

Eсжсж ξσ = , (15) 

Eрр ξσ = ,         (16) 

где ξ — коэффициенты пропорциональности, ξсж = 
0,0116; ξр = 0,0076. 
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Уравнения (15), (16) проиллюстрированы на рис. 5. 
Дополнительные параметры, характеризующие ме-

ханические свойства разрушаемого обрабатываемого 
древесного материала, определим согласно [11]. Для 
удельного сцепления частиц C и угла внутреннего тре-
ния φ запишем: 

рсж

рсжС
σσ
σσ
+
⋅

= , (17) 

рсж

рсж

σσ
σσ

ϕ
+
−

= arctg ,     (18) 

Рис. 5. Взаимосвязь пределов прочности на сжатие и 
на разрыв от модуля деформации древесных частиц 

Физико-механические свойства коры и древесины 
различных пород представлены в табл. 5 и 6. 

К сожалению, анизотропия физико-механических 
свойств коры исследована не так подробно, как древе-
сины. Тем не менее, получены вероятностные оценки 
пределов прочности коры в зависимости от ее плотно-
сти. Результаты представлены в табл. 6. 

Таблица 6. Оценка прочности древесной коры 

Порода древесины ρ, кг/м3 σсж σр 
Сосна 370 6,4 1,8 
Ель 310 4,2 2,6 
Лиственница 380 3,9 1,7 
Пихта 470 4 2,4 
Дуб 480 8,2 5,2 
Береза 770 20 10,7 
Осина 590 12,5 6,2 

Связь пределов прочности коры с плотностью про-
иллюстрирована на рис. 6. 

Анализ данных показывает, что оценки пределов 
прочности коры на сжатие и на разрыв связаны с ее 
плотностью: 

( ) ( )
( )ксжb

ксжксж a σρσ σ= , (19) 

( ) ( )
( )крb

кркр a σρσ σ= ,     (20) 

где a, b — числовые коэффициенты, aσсж(к) = 27,859; 
bσсж(к) = 1,779; aσр(к) = 16,221; bσр(к) = 1,9795. 

Ориентировочное значение модуля деформации 
коры получим на основе ранее выполненных экспери-
ментов: 

( ) EE к 265,0= ,   (21) 
где E — модуль деформации древесины при плотности, 
равной плотности коры, для которой рассчитывается 
модуль E(к). 

Рис. 6. Связь пределов прочности коры на сжатие 
и на разрыв с плотностью 

Согласно данным табл. 3, модуль сдвига для древе-
сины пропорционален модулю деформации. Примем 
это же допущение и для коры, тогда модуль сдвига ее 
рассчитаем по уравнению (19), где значение модуля Eдр 
заменим на Gдр. 

( ) ( )
( )кEb

кEк aE ρ= ,        (22) 

( ) ( )
( )кGb

кGк aG ρ= ,        (23) 

где a, b — числовые коэффициенты, aE(к) = 1 775,2; bE(к) 
= 3,5768; aG(к) = 730,21; bG(к) = 3,6712. 

Расчеты с использованием (22), (23) и известного 
уравнения теории упругости: 

( )µ−⋅
=

12
EG (24) 

показывают, что коэффициент Пуассона связан с плот-
ностью коры уравнением: 

( ) ( )
( )кb

кк a µρµ µ= , (25) 

где a, b — числовые коэффициенты, aμ(к) = 0,2225; bμ(к) = 
–0,412.

На основании (19), (20), (22) после аппроксимации 
получим выражения для пределов прочности коры при 
сжатии и при разрыве от модуля деформации: 

( ) ( ) ( )кксжксж Eξσ = ,  (26) 

( ) ( ) ( )ккркр Eξσ = ,  (27) 

где ξ — числовые коэффициенты, ξсж(к) = 0,0327; ξр(к) = 
0,0174. 

Для удобства сведем все полученные значения ко-
эффициентов a, b для оценок механических свойств 
конгломератов частиц древесины по уравнениям (10) – 
(14) и коры по уравнениям (19) – (23), (25) в табл. 7. 
Коэффициенты пропорциональности пределов проч-
ности от модулей деформации в уравнениях (15), (16) 
для древесины и (26), (27) для коры представим в 
табл. 8. 
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Таблица 7. Коэффициенты для приближенной оценки 
механических параметров конгломератов хаотически 
ориентированных частиц древесины и коры по их 
плотности 

Параметр 
Древесина Кора 

a b a b 
E, МПа 6 698,8 3,58 1 775,2 3,58 
G, МПа 2 755,5 3,67 730,2 3,67 
м 0,22 –0,43 0,22 –0,41
усж, МПа 56,97 2,72 27,86 1,78 
ур, МПа 48,75 3,38 16,22 1,98 

Таблица 8. Коэффициенты для приближенной оценки 
прочностных параметров хаотически ориентированных 
частиц древесины и коры по их модулю деформации 

Параметр Древесина Кора 
усж, МПа 0,0116 0,0327 
ур, МПа 0,0076 0,0174 

Таблица 9. Физико-механические свойства коры 
(частицы хаотически ориентированы в пространстве) 

Порода 
древе-
сины 

σсж, 
МПа 

σр, 
МПа 

E, 
МПа 

G, 
МПа μ C, 

МПа φ, о 

Сосна 4,75 2,27 50,7 19,0 0,33 1,53 19,5 
Ель 3,46 1,60 26,9 9,9 0,36 1,09 20,3 
Листвен- 
ница 4,98 2,39 55,7 20,9 0,33 1,61 19,4 

Пихта 7,27 3,64 119,2 45,7 0,31 2,42 18,4 
Дуб 7,54 3,79 128,5 49,3 0,30 2,52 18,3 
Береза 17,50 9,67 696,9 279,7 0,25 6,23 16,1 

Порода 
древе-
сины 

σсж, 
МПа 

σр, 
МПа 

E, 
МПа 

G, 
МПа μ C, 

МПа φ, о 

Осина 10,89 5,71 268,9 105,2 0,28 3,74 17,4 

Таблица 10. Физико-механические свойства древесины 
(частицы хаотически ориентированы в пространстве) 

Порода 
древе-
сины 

σсж, 
МПа 

σр, 
МПа 

E, 
МПа 

G, 
МПа μ C, 

МПа φ, о 

Сосна 8,88 4,83 581,7 224,3 0,29 3,13 16,5 

Ель 6,30 3,15 370,0 141,0 0,31 1,61 18,5 

Листвен- 
ница 9,62 5,33 645,9 249,8 0,29 1,18 16,0 

Пихта 7,31 3,79 449,9 172,3 0,30 1,50 17,6 

Дуб 21,59 14,58 1 
870,2 743,9 0,26 4,04 11,0 

Береза 16,92 10,77 1 
357,3 535,4 0,27 1,98 12,5 

Осина 5,74 2,80 327,3 124,3 0,31 5,77 19,0 

Для справки приведены оценки значений механиче-
ских свойств древесины, частицы которой ориентиро-
ваны и подвергаются силовому воздействию в произ-
вольном направлении (табл. 10), в табл. 9 — те же дан-
ные для коры. 

Полученные уравнения модулей, коэффициентов 
Пуассона и пределов прочности далее возможно ис-
пользовать при составлении математической модели 
уплотнения конгломерата древесных частиц, а также 
при изучении энергоемкости процесса производства 
топливных брикетов из древесины и коры. 
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