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Рассматриваются вопросы разработки и развития методологических позиций в системных подходах оценки и формиро-
вания особенностей динамических состояний механических колебательных систем. Цель исследования заключается в детали-
зации представлений о формах реализации принципа обратной связи в механических колебательных системах, применяемых в 
качестве расчетных схем технических объектов, при условии реализации интенсивных динамических нагружений. Использу-
ются методы теории систем, системного анализа и теории автоматического управления. Предложены и развиты подходы к 
формированию набора типовых элементов, применяемых для построения структурных математических моделей. Продемон-
стрированы возможности использования обобщенных подходов в формировании структурных схем на основе введения поня-
тия об обобщенной отрицательной обратной связи системы. Предложена передаточная функция обратной связи в виде 
дробно-рационального выражения общего вида. Показано, что практически используемые виды типовых элементов в струк-
турах могут быть получены упрощением передаточной функции обратной связи при приведении исходной колебательной 
системы к базовой форме. Приводится ряд примеров, отражающих особенности структурных преобразований систем. 
Предложен метод упрощенных технологий в формировании элементов с приведенной динамической жесткостью. 

Ключевые слова: механическая колебательная система; принцип обратной связи; структурная схема; структурные преоб-
разования; приведенная динамическая жесткость; передаточная функция. 
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The issues of methodological positions development in the system approaches for assessing and forming the features of the dynamic 
states of mechanical oscillatory systems are considered.  The purpose of the study is to detail the ideas about the forms of implementa-
tion of the feedback principle in mechanical oscillatory systems used as design schemes of technical objects, provided that intensive 
dynamic loads are implemented. The methods of systems theory, system analysis and automatic control theory are used. Approaches to 
the formation of a set of typical elements used to construct structural mathematical models are proposed and developed. The possibili-
ties of using generalized approaches in the formation of structural schemes based on the introduction of the concept of generalized neg-
ative feedback of the system are demonstrated. The transfer function of feedback in the form of a fractional rational expression of gen-
eral form is proposed. It is shown that practically used types of typical elements in structures can be obtained by simplifying the transfer 
function of feedback when bringing the original oscillatory system to the basic form. A number of examples are given that reflect the 
features of structural transformations of systems. A method of simplified technologies in the formation of elements with reduced dynam-
ic stiffness is proposed. 

Keywords: mechanical oscillatory system; feedback principle; block diagram; structural transformations; reduced dynamic stiff-
ness; transfer function. 

Введение. Оценка динамических свойств тех-
нических объектов различного назначения, 

например, транспортных или технологических 
машин, работающих в условиях интенсивного ди-
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намического нагружения, проводится, как прави-
ло, при использовании соответствующих матема-
тических моделей [1; 2]. Способом разработки 
математических моделей чаще всего выступают 
расчетные схемы в виде механических колеба-
тельных систем с конечным числом степеней сво-
боды. При линейных свойствах исходных объек-
тов, совершающих малые колебания относительно 
положения статического равновесия или устано-
вившегося движения при действии внешних гар-
монических возмущений, математическая модель 
объекта может быть отражена системой линейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений 2-
го порядка с постоянными коэффициентами [3; 4]. 

Такие системы могут трансформироваться в 
рамках методов интегральных преобразований 
(например, преобразований Лапласа [5]) и отобра-
жаться соответствующими структурными моделя-
ми, как это используется, к примеру, в приложени-
ях аналитического аппарата теории цепей или тео-
рии автоматического управления. Физическое со-
держание задачи исследования или конструктор-
ско-технологической разработки предопределяет 
выбор того или иного метода структурного мате-
матического моделирования. Возможности исполь-
зования различных подходов и оценка особенно-
стей формирования математических моделей, дока-
зательности адекватности структурных представ-
лений рассмотрены в работах [2; 3; 9]. 

Вместе с тем, набор типовых элементов струк-
турных математических моделей, выбираемых с 
учетом специфики физических процессов исход-
ных объектов, может быть достаточно широким в 
зависимости от отображаемых  структурными мо-
делями эффектов; это могут быть особенности 
электрических, механических систем и др. [10–12]. 

В предлагаемой работе рассматриваются осо-
бенности изменения динамических состояний 
технических объектов, возможности которых 
отображаются механическими цепями с типовым 
набором элементов, расширенным за счет введе-
ния новых элементов, обладающих свойствами 
устройств для преобразования движения (УПД). 
Такие устройства, в конструктивно-техническом 
плане, реализуются различными дополнительно 
вводимыми (например, как демпфер вязкого тре-
ния) механизмами. В качестве таковых могут ис-
пользоваться зубчатые, рычажные, винтовые не 
самотормозящиеся механизмы и др. [13–15]. Ав-
торами статьи предлагается использование и раз-
витие методов структурного математического мо-
делирования, в рамках которых исходному техни-
ческому объекту, работающему в условиях вибра-
ционных нагрузок, сопоставляется эквивалентная 
в динамическом отношении система автоматиче-
ского управления. При этом структурная схема в 

такой интерпретации, по сути своей, является 
специальной формой «графической интерпрета-
ции» адекватной ей системы линейных диффе-
ренциальных уравнений, предварительно полу-
ченных на основе известных подходов [2; 4; 5; 12]. 

Задача предлагаемого исследования заключа-
ется в обосновании возможностей введения новых 
элементов типового набора, отражающих специ-
фику динамических состояний при наличии (или 
введении) в структуре исходной системы допол-
нительных связей. 

I. Некоторые исходные положения. 
1. Во многих практических случаях техниче-

ский объект при построении линейных моделей 
рассматривается как механическая колебательная 
система. Такая система состоит (при отсутствии 
сил вязкого трения) из массоинерционных эле-
ментов и упругих звеньев (пружины). Расчетная 
схема объекта приведена на рис. 1, а. Структурная 
схема (интерпретация) соответствующего объекта 
при действии кинематического гармонического 
воздействия z(t) и силового возмущения Q(t) при-
ведена на рис. 1, б. Подробности построения 
структурных схем, передаточных функций и др. 
приводятся, например, в [2; 4; 8]. 

а) 
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Рис. 1. Расчетная (а) и структурная (б) схемы техни-
ческого объекта с одной степенью свободы; p = jω — 
комплексная переменная, значок <–> над переменной 
означает ее изображение по Лапласу [2; 5] 

Свойства системы при действии внешних воз-
мущений могут быть определены передаточными 
функциями вида: 
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Из сравнения (1) и (2) следует, что форма внеш-
него воздействия оказывает влияние на выходной 
сигнал. 
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Физическая сущность соотношения (1), т. е. 
передаточная функция системы, отображает свой-
ство механической колебательной структуры, ха-
рактеризуемое как «податливость», т. е. смещение 
элемента системы, приходящееся на единицу си-
лового воздействия. 

Что касается соотношения (2), то оно дает 
представление о связи двух смещений в системе 
( y  — на объекте m и основании — z ), т. е. пере-
даточная функция (2) отображает рычажные свой-
ства системы. В этом плане можно механическую 
систему, в физическом смысле, рассматривать как 
«виртуальное» рычажное устройство: при этом 
передаточная функция (2) дает представление об 
особенностях виртуального рычага, в частности, о 
динамических свойствах, поскольку передаточное 
отношение виртуального рычага зависит от часто-
ты кинематического возмущения. 

Если рассматривать схему на рис. 1, а как зада-
чу вибрационной защиты или виброизоляции, то 
массоинерционный элемент массой m может рас-
сматриваться как объект защиты. В этом случае 
пружина с жесткостью k является «виброзащит-
ным средством». На основе представленных пере-
даточных функций (1) и (2) могут быть построены 
амплитудно-частотные характеристики (АЧХ) и 
т. д. [2; 4; 14]. 

а) 

б)

в)

Рис. 2. Расчетная и структурные схемы технического 
объекта с одной степенью свободы: а) расчетная схема 
объекта при параллельном введении диссипативного 
элемента; б) диссипативный элемент как дополнитель-
ная (вводимая параллельно) связь; в) дополнительная 
динамическая связь в обобщенном виде  

2. Развивая структурный подход, отметим, что
параллельно упругому элементу на рис. 1, а  мо-
жет быть введен дополнительный элемент, 
например, диссипативный элемент в виде демп-
фера вязкого трения (коэффициент b  отражает 
силы вязкого трения). На рис. 2 представлены 
расчетная и структурная схемы системы с допол-
нительными элементами. Такой подход представ-
ляет собой «платформу» для расширения динами-
ческих свойств систем при введении дополни-
тельных элементов (или динамических связей) на 
основе использования других звеньев, в том числе 
и механизмов различной природы. 

Передаточная функция системы при внешних 
воздействиях Q  и z  будут иметь вид: 
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Введение диссипативного элемента с парамет-
ром b изменяет вид амплитудно-частотных, осо-
бенно в области частот, собственных колебаний; в 
этом случае передаточные функции системы, со-
ответствующие структурной схеме на рис. 2, б, 
принимают вид: 
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Детализированные представления амплитудно-
частотных характеристик систем с одной степе-
нью свободы приводятся в работе [5]. 

Введение дополнительной динамической связи 
(или дополнительного звена) с передаточной 
функцией Lp2, где L — приведенная масса устрой-
ства для преобразования движения. Конструктив-
но-технические реализации таких звеньев могут 
быть достаточно разнообразными. Примеры таких 
устройств на основе винтовых не самотормозя-
щихся механизмов приводятся в работах [4; 13]; 
варианты, использующие возможности рычажных 
механизмов, приводятся в работах [8; 16]. Если 
заменить на рис. 2, а–в диссипативный элемент с 
передаточной функцией bp на элемент с переда-
точной функцией Lp2, то соответствующие пере-
даточные функции системы с одной степенью 
свободы примут вид: 
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Дополнительная динамическая связь с переда-
точной функцией Lp2 может быть названа устрой-
ством для преобразования движения (УПД),  ко-
торое реализуется на основе различных, к приме-
ру, рычажных или зубчатых механизмов. Введе-
ние таких связей приводит к существенным изме-
нениям динамических свойств систем. При этом 
необходимо отметить влияние особенностей 
внешнего возмущения: 

а) при факторах силовой природы ( 0=z ) вве-
дение L приводит к формированию приведенной 
массы (m + L), а частота собственных колебаний 
снижается; 

б) при действии кинематического возмущения 
картина динамических состояний становится бо-
лее сложной из-за проявления особенностей ре-
жима динамического гашения колебаний на ча-
стоте: 

L
k

дин =
2ω ;    (9)

в) частота собственных колебаний определяет-
ся выражением: 

Lm
k

соб +
=2ω ; (10) 

г) при высоких частотах кинематического воз-
мущения отношение амплитуд колебаний объекта 
массой m (координата y) и движения опорной по-
верхности (z) стремятся к предельному значению: 

Lm
pW
pQ +

=
→∞=

1)(
,0

.  (11) 

Из приведенных примеров следует, что введе-
ние УПД с передаточной функцией Lp2 оказывает 
существенное влияние на изменение спектра воз-
можных свойств исходной системы. Некоторые 
задачи динамики систем с УПД рассмотрены в 
работах [2; 4; 13]. 

II. Системы с двумя степенями свободы;
формирование динамических связей. 

Типовой элемент в виде УПД обладает массои-
нерционными свойствами, которые могут форми-
роваться как «приведенные», что вызывает инте-
рес к определению различий по отношению к про-
стейшим формам типовых звеньев механических 
колебательных систем. Например, это наблюдает-
ся в схемах вибрационной защиты или виброизо-
ляции объектов — объект, динамическое состоя-
ние которого определяется передаточной функци-
ей типового элементарного звена интегрального 

типа 2-го порядка 2
1

mp
; такие представления объ-

ектов защиты рассматриваются, в частности, в 
работе [4]. 

1. Рассмотрим особенности представления
динамических свойств на основе учета возмож-

ностей упомянутых выше звеньев. Принципиаль-
ная схема технического объекта с двумя степе-
нями свободы представлена на рис. 3, а и образо-
вана двумя массоинерционными элементами с 
массами m1 и m2, которые соединены между со-
бой упругими звеньями с жесткостями k1, k2, k3. 

Рис. 3. Принципиальная схема технического 
объекта с двумя степенями свободы 

Структурная математическая модель соответ-
ствующей системы (рис. 3) сформирована с ис-
пользованием методов, изложенных в [8; 16], име-
ет вид, как показано на рис. 4. 

Если решается задача динамики, в которой 
оцениваются виброзащитные свойства системы с 
объектом защиты m1, то структурная схема (рис. 
4) может быть преобразована к виду, показанному
на рис. 5 (полагается, что 01 ≠Q  и 02 =Q , 

021 == zz ). 
При решении задач вибрационной защиты объ-

ект защиты (в данном случае при силовом возму-
щении 1Q ) имеет вид интегрирующего звена 2-го 

порядка с передаточной функцией 2
1

1
pm

, как это 

показано на рис. 5. 

21
2

1

1
kkpm ++

1y

2y

1k
1z 3k

2z

32
2

2

1
kkpm ++2k

2k
1Q 2Q

Рис. 4. Структурная схема (структурная математиче-
ская модель) технического объекта с двумя степенями 
свободы (по рис. 3) 

Цепь обратной отрицательной связи, по физической 
сути, отображает приведенную динамическую жестко-
сти системы по отношению к объекту защиты m1; при 
этом исходная система приводится формально к систе-
ме с одной степенью свободы [17–19]. 

2
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1
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32
2

2

2
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2
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kkkpmkk
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Рис. 5. Структурная схема исходной системы на рис. 3 
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2. При частоте внешнего воздействия:

2

322

m
kk

дин
+

=ω  (12) 

приведенная динамическая жесткость принимает 
формально бесконечное значение, что интерпре-
тируется как «остановка» движения элемента m1. 
Таким образом реализуется режим «динамическо-
го гашения колебаний». 

В свою очередь, при частоте: 

221

3132212
0 )( mkk

kkkkkk
+

++
=ω         (13) 

приведенная динамическая жесткость системы 
может принять нулевые значения. В этом случае 
объект массой m1 совершает движения, формиру-
емые только внешней возмущающей силой 1Q , т. 
е. массоинерционный элемент m1 совершает неза-
висимые гармонические колебания под действия-
ми силы 1Q . 

Подробности формирования упругой части 
структуры виброзащитной системы можно обо-
значить принципиальной схемой в операторной 
форме (рис. 6), где представлен упругий блок с 
приведенной динамической жесткостью. 

2. Упругая часть (блок) виброзащитной системы
(в операторной форме) состоит из двух параллель-
ных пружин; при этом одна пружина  обладает 
жесткостью k1, другая пружина имеет динамиче-
скую приведенную жесткость, определяемую ме-
ханической цепью из элементов k3, m2 и k2 (рис. 6).  

Рис. 6. Принципиальная расчетная схема с учетом вза-
имодействия типовых элементарных звеньев в вибро-
защитной системе, представленных приведенной дина-
мической жесткостью (квазипружина) 

Последовательная «сборка» такой механиче-
ской цепи осуществляется следующим образом: 

a) параллельное соединение элементов k3 и
m2p2 образует блок k3 + m2p2; 

б) последовательное соединение блока (k3 + 
m2p2), рассматриваемого как упругий элемент, и 
пружины с жесткостью k2 формирует элемент с 
приведенной (динамической) жесткостью. Таким 
образом, соединение опорной поверхности z2 с 

массой m1 реализуется упругим элементом с при-
веденной динамической жесткостью в виде: 

32
2

2

3
2

22 )(
kkpm

kpmkknp ++
+

= .         (14) 

Отметим, что массоинерционный элемент 2m  в 
системе последовательно соединенных звеньев 
имеет особенности в формировании приведенной 
жесткости. Рассмотренное совпадает с правилами 
преобразования  механических цепей и правилами 
преобразования на основе методов структурного 
математического моделирования [2; 4; 11]. 

Дальнейшая свертка сводится к параллельному 
соединению 1k  и npk . Параллельные динамиче-
ские связи на рис. 6, состоящие из упругого эле-
мента с жесткостью k1 и динамической жесткости 

npk  структурного образования из элементов k2, m2 
и k3 (квазипружины), дают возможность приведе-
ния исходной расчетной схемы к обобщенной 
форме (базовой) модели с одной степенью свобо-
ды, представленной на рис. 5. 

III. Особенности структурных представле-
ний механических колебательных систем. 

Предлагаемая методологическая основа рас-
смотрения задач динамики технических объектов 
(в частности, задачи виброизоляции или вибраци-
онной защиты), расчетные схемы которых могут 
быть отображены механическими колебательны-
ми системами с конечным числом степеней сво-
боды, могут отображаться структурными образо-
ваниями с выделением объекта, динамическое со-
стояние которого оценивается, и соответствую-
щим образом построенной цепи обратной отрица-
тельной связи. 

Формирование структурной математической 
модели может осуществляться на основе развития 
методов теории автоматического управления, 
предполагающей выделение определенного набо-
ра звеньев (усилительное, дифференцирующее 
звено 1-го рода, колебательное и др.). Вместе с 
тем, обратная отрицательная связь может в каж-
дом конкретном случае формироваться на основе 
упрощения передаточной функции цепи обратной 
связи в виде дробно-рационального выражения. 
Варьируя параметры числителя и знаменателя пе-
редаточной функции, можно отобразить динами-
ческие свойства возможного реализуемого прак-
тически набора решений. 

Вместе с тем, системный анализ механических 
колебательных систем может быть проведен и на 
других основах, связанных с учетом особенно-
стей построения самих колебательных систем, 
содержащих структурные образования из раз-
личных элементов, что допускает принципиаль-
ные возможности объединения цепей в опреде-
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ленные структуры, которые можно рассматри-
вать как квазипружины (квазиэлементы, квазиу-
пругие элементы, обобщенные пружины, ком-
пакты), обладающие приведенной динамической 
жесткостью. 

Такие структурные образования (компакты) 
вписываются в набор элементов, служащих для 
формирования  структурных математических мо-
делей (структурных схем, эквивалентных в дина-
мическом отношении, систем автоматического 
управления) и позволяют разрабатывать специфи-
ческие подходы для определения  особенностей 
динамических свойств технических объектов, ра-
ботающих в условиях реализации интенсивных 
вибрационных воздействий. 

Заключение. 
1. Предложена концепция формирования

структурных математических моделей для техни-
ческих объектов (при условии реализации дина-

мического нагружения) с расчетными схемами в 
виде механических колебательных систем. Пока-
заны возможности формирования и преобразова-
ния структурных математических моделей систем 
на основе использования принципов обратной 
связи в динамических системах. 

2. Предложена концепция системного подхо-
да в формировании набора типовых элементов 
структурных образований, рассматриваемых как 
структурные математические модели механиче-
ских колебательных систем различного назна-
чения. 

3. Предложена алгоритмика формирования пе-
редаточных функций элементов в форме струк-
турных образований с функциями приведенных 
упругих элементов, обладающих динамической 
жесткостью. 

4. Приведены примеры формирования струк-
турных образований и учета их особенности. 
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