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Рабочие колеса турбомашин представляют собой циклически симметричные конструкции. В реальном рабочем колесе 

турбомашины всегда имеются очень малые отклонения от симметрии секторов в результате несовершенства технологий 

изготовления (так называемая расстройка параметров, или mistuning). Как показали исследования многих авторов, рас-

стройка параметров может оказывать большое влияние на колебания рабочих колес, приводя к их локализации на отдельных 

лопатках. При этом резко возрастает уровень напряжений в материале этих лопаток, что снижает их долговечность. В 

статье на основе проведенного анализа работ других авторов выбрана пружинно-массово-демпферная модель (ПМДМ) для 

анализа собственных колебаний рабочих колес энергетических турбомашин. Данная модель была доработана с целью анализа 

собственных колебаний рабочих колес с расстройкой параметров и последующего расчета их вынужденных колебаний и дол-

говечности. Основными преимуществами ПМДМ являются низкие требования к компьютерным ресурсам (оперативной па-

мяти, производительности процессора), необходимым для подобных анализов при сохранении достаточно высокой точности. 

Так, ПМДМ сектора рабочего колеса содержит лишь 1–2 степени свободы по сравнению с традиционной конечноэлементной 

моделью, имеющей тысячи, а то и десятки тысяч степеней свободы. В этой связи представляется актуальным применение 

ПМДМ в расчетах колебаний подобного рода конструкций. В данной работе представлены результаты расчетов собствен-

ных колебаний реального рабочего колеса в сравнении с экспериментальными данными, полученными в Бранденбургском тех-

ническом университете (г. Коттбус, Германия). Малая погрешность свидетельствует о возможности применения дорабо-

танной ПМДМ для расчета собственных колебаний рабочих колес энергетических турбомашин и, в дальнейшем, анализа вы-

нужденных колебаний и долговечности этих конструкций. 

Ключевые слова: рабочие лопатки ротора; колебания; расстройка параметров; пружинно-массово-демпферная модель; ме-

тод конечных элементов. 
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Turbomachine impellers are cyclically symmetrical structures. In a real turbomachine impeller, there are always very small devia-

tions from the symmetry of the sectors as a result of imperfect manufacturing technologies (the so-called parameter mismatch or mistun-

ing). Studies by many authors have shown that mistuning can have a large impact on the vibrations of the impellers, leading to their 

localization on individual blades. This dramatically increases the level of stress in the material of these blades, which reduces their 

fatigue life. In the article, based on the analysis of other authors' works, a spring-mass-damper model (SMDM) is selected for analyzing 

the natural vibrations of the impellers of power turbomachines. This model was modified to analyze the natural vibrations of the impel-

lers with mistuning and then calculate their forced vibrations and fatigue life. The main advantages of SMDM are low requirements for 

computer resources (RAM, processor performance) required for such analyses while maintaining a sufficiently high accuracy. Thus, the 

SMDM of the impeller sector contains only 1–2 degrees of freedom compared to the traditional finite element model, which has thou-

sands or even tens of thousands of degrees of freedom. In this regard, it is relevant to use SMDM in calculations of vibrations of such 

structures. This paper presents the results of calculations of natural vibrations of a real impeller in comparison with experimental data 

obtained at the Brandenburg technical University (Cottbus, Germany). A small error indicates the possibility of using the modified 

SMDM for calculating the natural vibrations of the impellers of power turbomachines and, in the future, analyzing the forced vibrations 

and fatigue life of these structures. 

Keywords: rotor blades; vibrations; mistuning; spring-mass-damper model; finite element method. 
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Введение. Рабочее колесо ротора турбомашины 

имеет циклически симметричную конструкцию. При 

исследовании колебаний колеса его компьютерная мо-

дель часто представляет собой набор идеальных сим-

метричных секторов с рабочими лопатками. При этом 

никакие отклонения от симметрии не учитываются. 

Однако в реальной конструкции всегда присутствуют 

очень малые отклонения от симметрии в форме, разме-

рах, характеристиках материалов, закрепления и нагру-

жения в результате несовершенства технологий изго-

товления (так называемая расстройка параметров, или 

mistuning). На основе обзора пружинно-массовых мо-

делей выбрана модель, описанная в работе Nipkau J.1. 

Как утверждают многие авторы [1–12], расстройка па-

раметров часто может оказывать негативное влияние 

на напряженно-деформированное состояние колеса при 

его колебаниях, значительно снижая при этом его дол-

говечность. Вместе с тем, учет расстройки при модели-

ровании рабочих колес на основе метода конечных 

элементов (МКЭ) приводит к значительному усложне-

нию конечно-элементной модели, что требует значи-

тельного увеличения компьютерных ресурсов (памяти, 

производительности). В этой связи разработка эконо-

мичных и эффективных методов анализа влияния рас-

стройки на долговечность рабочих колес является 

весьма актуальной задачей. 

Одним из таких методов является метод моделиро-

вания колебаний сложных механических систем с по-

мощью аналогичных пружинно-массово-демпферных 

моделей. Применение данного метода совместно с 

МКЭ позволит значительно снизить потребляемые 

компьютерные ресурсы при анализе рабочих колес с 

расстройкой параметров за счет простоты пружинно-

массово-демпферной модели, имеющей значительно 

меньшее число степеней свободы по сравнению с тра-

диционной КЭМ. 

Рис. 1. Модель с упругим диском [13] 

Обзор работ по теме исследования. Первые упо-

минания в литературе об использовании пружинно-

массовых моделей при исследованиях колебаний рабо-

чих колес появились примерно в середине прошлого 

столетия. Например, в работе [13] описана модель ра-

бочего колеса с упругим диском, не имеющим массы 

(рис. 1), для учета влияния упругости диска на частоты 

колебаний лопаток. Обозначения на рис. 1: m — масса 

лопатки; ki — жесткость лопатки; di  — демпфирование 

в материале лопатки; ks — жесткость диска. 

1 Nipkau J. Analysis of mistuned blisk vibrations using a surro-

gate lumped mass model with aerodynamic influences/ 2010, PhD 

thesis, Brandenburg University of Technology Cottbus, Cottbus, 

Germany. 180 p. 

В модели, описанной в [14; 15] (см. рис. 2), присут-

ствуют межлопаточные связи в виде пружинных эле-

ментов. Обозначения на рис. 2: х — перемещения; kc — 

жесткость межлопаточной связи; mb — масса лопатки; 

kb — жесткость лопатки; db — демпфирование в мате-

риале лопатки. 

Модель, описанная в работе [16] (см. рис. 3), отли-

чается от предыдущей модели тем, что массы лопаток 

соединяются с диском посредством торсионных пру-

жинных элементов. Обозначения на рис. 3: mi — масса 

лопатки; kc — жесткость межлопаточной связи; r — 

радиус центра масс лопатки; kt — крутильная жест-

кость лопатки. 

В модели из работы [17], посвященной исследова-

нию вынужденных колебаний дисков, также примене-

ны межлопаточные демпферы. 

В работе [18] также использовалась модель с пру-

жинами и демпферами между массами лопаток для 

определения относительных амплитуд колебаний лопа-

ток вентилятора газотурбинного двигателя с учетом 

аэродинамических сил. Авторы разработали модель, 

которая содержит конечно-элементную модель диска, 

составленную из плоских элементов, и соединенные с 

ней одномассовые лопатки, имеющие по одной степени 

свободы. Диск выполнен из полимерного композици-

онного материала с армированием углеродным волок-

ном. Моделировалось аэроупругое поведение ротора и 

исследовалось влияние плотности потока на распреде-

ление амплитуд колебаний. 

В работе [19] описываются более сложные модели, 

имеющие по две или три степени свободы для каждого 

сектора. 

Таким образом, как отмечают многие исследовате-

ли, использование метода моделирования с помощью 

пружинно-массово-демпферных моделей позволяет 

получать адекватные результаты при значительной 

экономии компьютерных ресурсов. Это обстоятельство 

стало определяющим при выборе метода исследования 

влияния расстройки параметров на колебания рабочих 

колес в данной работе. 

Описание пружинно-массово-демпферной модели 

при анализе колебаний рабочего колеса с расстрой-

кой параметров. Авторами была применена пружинно-

массово-демпферная модель рабочего колеса, подробно 

описанная в работе Nipkau J. Каждый сектор данной 

модели содержит всего две степени свободы. 

На рис. 4 представлены модели сектора рабочего 

колеса без расстройки и с расстройкой. При этом рас-

стройка вводилась путем добавления дополнительной 

массы ∆ma к массе лопатки. Обозначения на рис. 4: ksec

—  жесткость сектора; dsec — демпфирование в матери-

але сектора; msec — масса сектора; — перемещения 

сектора; kc — жесткость межсекторной связи; kb — 

жесткость лопатки; db — демпфирование в материале 

лопатки; mb — масса лопатки; ∆ma — дополнительная 

масса;  — перемещения лопатки; ka — жесткость 

межлопаточной связи; da — демпфирование в межло-

паточной связи. 

Уравнение движения при собственных колебаниях 

рабочего колеса: 

0
..

  KM , 
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где М — матрица масс; K — матрица жесткости;  — 

вектор ускорений узловых точек;  — вектор переме-

щений узловых точек. 

При работе турбомашины колебания лопаток воз-

буждаются в результате воздействия многих факторов. 

Уравнение движения при вынужденных колебаниях 

рабочего колеса может быть записано в матричном виде: 

)(
...

tPKDM   , 

где D — матрица демпфирования;  — вектор скоро-

стей узловых точек; P(t) — вектор переменных воз-

буждающих нагрузок. 

Рис. 2. Модель с межлопаточными пружинными элементами [14; 15] 

Рис. 3. Модель с торсионными пружинными элементами [16] 

а) b) 

Рис. 4. Модель одного сектора: а — без дополнительной массы; b — с дополнительной массой 

Матрица масс определяется как: 

.
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Матрица демпфирования: 
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Результаты исследований. Авторы использовали 

результаты эксперимента, проведенного в Бранден-

бургском техническом университете (БТУ) и описан-

ного в работе [20]. На рис. 6 показано реальное колесо 

компрессора с 29 лопатками, подготовленное для про-

ведения эксперимента. Расстройка имитировалась 

путем присоединения дополнительных масс к пери-

ферии лопаток. 

Рис. 5. Реальное рабочее колесо с дополнительными 

массами 

На первом этапе были рассчитаны собственные ко-

лебания колеса без расстройки, полученные традицион-

ным способом с помощью МКЭ. При этом колесо рас-

сматривалось как идеальная циклически симметричная 

конструкция. На рис. 7 представлены первые три формы 

собственных колебаний колеса без расстройки. 

Форма 1 Форма 2 Форма 3 

Рис. 6. Формы собственных колебаний рабочего колеса 

без расстройки 

Далее были рассмотрены три случая с разными рас-

пределениями дополнительных масс по периферии 

рабочего колеса: 

1) дополнительные массы по 0.00211 кг присоеди-

нялись к 28 из 29 лопаток; 
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2) дополнительные массы по 0.005 кг присоединя-

лись к 28 из 29 лопаток; 

3) дополнительные массы присоединялись к лопаткам

в соответствии с порядком, представленным в табл. 1. 

В табл. 2 представлены результаты расчетов МКЭ 

вышеперечисленных вариантов внесения расстройки в 

сравнении с результатами эксперимента. 

Таблица 1. Присоединение дополнительных масс к лопаткам 

Номер лопатки ∆m, кг Номер лопатки ∆m, кг Номер лопатки ∆m, кг 

1 0.001251440 11 0.001451640 21 0.001356856 

2 0.001302147 12 0.001302100 22 0.001125158 

3 0.000025486 13 0.000065488 23 0.000085489 

4 0.001102156 14 0.001502634 24 0.001402132 

5 0.001305234 15 0.001600680 25 0.001202183 

6 0.001205214 16 0.001166480 26 0.001102121 

7 0.000802923 17 0.000735542 27 0.001302524 

8 0.001100598 18 0.001553548 28 0.000356542 

9 0.001302003 19 0.001135789 29 0.001205558 

10 0.001202100 20 0.001257365 

Таблица 2. Сравнение результатов расчета с экспериментом 

Форма 

колебаний 

Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3 

Собственные частоты, Гц 

МКЭ 
Эксперимент 

(БТУ) 
МКЭ 

Эксперимент 

(БТУ) 
МКЭ 

Эксперимент 

(БТУ) 

1 403.3854 397.8125 410.3864 402.9375 416.3864 403.8574 

2 1296.5417 1 261.0000 1 300.2214 1 252.6875 1 304.5584 1 255.0780 

3 1803.3784 1 766.3125 1 826.6854 1 765.6750 1 843.3258 1 766.0640 

Заключение. Результаты исследований показали 

адекватность и хорошую точность примененной пру-

жинно-массово-демпферной модели в сравнении с экс-

периментом в случае свободных колебаний. Требуе-

мый объем оперативной памяти при применении пру-

жинно-массово-демпферной модели в данной работе не 

оценивался. Однако очевидно, что объем компьютер-

ной памяти в случае использования пружинно-массово-

демпферной модели колеса, каждый сектор которой 

содержит всего две степени свободы, по сравнению с 

традиционной конечно-элементной моделью, сектор 

которой (в зависимости от густоты конечно-элемент-

ной сетки) содержит сотни степеней свободы, может 

быть на порядки меньше. 
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