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В работе указано, что попытки решать упругопластические задачи в «упругой» постановке, рассматривая повторный 

контакт как упругий с «герцевским» распределением контактного давления, являются грубым допущением. Это приводит 

при определении параметров индентирования к погрешностям до 15 %. Представлены новые свойства диаграммы кинетиче-

ского индентирования сферы, позволяющие определить распределение давления на площадке контакта. Предложено доста-

точно точное уравнение, которое следует применять для определения модуля упругости материала при отсутствии наплыва 

при индентировании сферы. Использование оригинального подхода к описанию площади контакта при разгрузке сферы позво-

лило получить новое уравнение для начальной жесткости при разгрузке, которое учитывает распределение давления на пло-

щадке контакта и значительно отличается от существующего. Вычислительные эксперименты подтверждают погрешно-

сти при использовании существующего уравнения для начальной жесткости при разгрузке для определения площади контак-

та, что является причиной многочисленных поправок к приведенному модулю упругости или к начальной жесткости при раз-

грузке в работах разных авторов. 
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In this paper, it is indicated that attempts to solve elastoplastic tasks in the "elastic" formulation, considering repeated contact as an 

elastic with the Herz distribution of contact pressure, are a gross assumption. This leads to the determination of the parameters of in-

dentation to errors up to 15%. The new properties of the kinetic indentation chart of the sphere, allowing to determine the distribution 

of pressure on the contact site, are presented. The use of an original approach to the description of the contact area during the unload-

ing of the sphere makes it possible to obtain a new equation for the initial stiffness during unloading, which takes into account the pres-

sure distribution on the contact site and is significantly different from the existing one. Computational experiments are confirmed by 

errors using an existing equation for initial stiffness when unloading to determine the area of contact, which causes numerous correc-

tions to the reduced modulus of elasticity or to the initial stiffness during unloading in the works of different authors. 

 

Keywords: kinetic indentation of the sphere, contact radius, initial stiffness of unloading, determination of the elastic modulus, dis-

tribution of contact pressure. 

 

Введение. Испытания на вдавливание сферы явля-

ются одним из самых ранних методов определения ме-

ханических свойств материалов. Главными преимуще-

ствами метода являются неразрушающее действие, 

простота выполнения и возможность оценки локаль-

ных механических свойств материалов конструкции. 

Исторически изначально тест на вдавливание сферы 

использовался для определения твердости материала 

[1; 2] по Бринеллю (1900) и по Майеру (1908).  

Значительно расширились возможности определе-

ния механических свойств материалов при использова-

нии метода кинематического индентирования, который 
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заключается в фиксации усилия iP  и перемещений ih  

при упругопластическом внедрении сферы и аналогич-

ной фиксации eiP  и eih  упругого восстановления при 

разгрузке. Ключевым моментом при таком подходе 

является определение жесткости eiei dhdPS   в 

начальный момент разгрузки. Вопросами упругого 

вдавливания осесимметричных инденторов в разное 

время занимались авторы работ [3–7], подробно их со-

держание изложено в [8]. В результате для практиче-

ского применения начальная жесткость разгрузки была 

определена следующим образом: 

aES  2 ,    (1) 

где E — приведенный модуль упругости; a — площадь 

контакта после нагружения; 

1
22 11
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где  , i  и E , iE  — коэффициенты Пуассона и моду-

ли упругости материала и индентора. 

При известном значении одного из параметров ( E
или a ) представляется возможность определить другой. 

Ввиду определенной неудовлетворенности использо-

вания в инженерных расчетах в уравнение (1) вводятся 

различные корректирующие и поправочные параметры. 

Согласно [9]: 

aES c
 2 ,   (3) 

где c — корректирующий фактор. 

По данным [10], приведенный модуль упругости 

определяется уравнением: 

2
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где с  — константа; ),( nbb y ; ny ,  — параметры 

упругопластического тела. 

В работе [11]: 

aESkc
 2 ,   (5) 

где cck 1 , ),( nkk ycc  . Согласно [12], 

),,( iycc EEnkk  . 

Авторы [13] ввели параметр c , аналогичный пара-

метру c  в уравнении (2): 

 
  R

a
c






13

212
1 ,          (6) 

где   — коэффициент Пуассона; R  — радиус сферы. 

Впоследствии поправка c была использована в рабо-

тах [14; 15] для уточнения радиуса контакта. 

Из вышеуказанного следует: 1) выражение (1) требует 

уточнения; 2) отсутствует единый подход к определению 

причины этой проблемы. 

Целью настоящих исследований является уточнение 

выражения для начальной жесткости разгрузки при 

использовании метода кинетического индентирования 

сферы. 

Характеристики диаграммы кинетического ин-

дентирования. Построению диаграммы кинетического 

индентирования предшествует предварительная обработ-

ка измеренных результатов испытаний с целью исклю-

чения влияния деформации индентора и других эле-

ментов установки, а также влияния тангенциальных 

сил. На рис. 1 представлена типичная «очищенная» 

диаграмма кинетического индентирования, состоящая 

из ветвей нагружения и разгрузки индентора. Имеются 

5 параметров, которые снимаются с кривых «нагрузка – 

перемещение» для дальнейшего использования: мак-

симальная нагрузка mP , максимальное внедрение mh , 

экспонента   зависимости  ihP , контактная жест-

кость на начальном участке ветви разгружения 

ee dhdPS  , остаточная глубина rh  после разгрузки 

индентора. Кривую нагружения можно описать урав-

нением: 
 hCP l ,   (7) 

а кривую разгрузки согласно [9]: 
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где lC  — константа;  ,  —  показатели степени. 

Из уравнения (9) для контактной жесткости на 

начальном участке кривой разгрузки имеем: 

0w
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Рис. 1. Типичная «очищенная» диаграмма кинетическо-

го индентирования 

Из рис. 1 следует: 


 0w

S

P
w m ,   

w

w0 .  (10) 

В работе [16] при разгрузке индентора параметр   

определен расчетным путем: 
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c

c

h

h






2

23
,   (11) 

где Rhh cc  , R — радиус сферы; ch — глубина, на 

которой происходит контакт индентора с образцом под 

нагрузкой mP . Аналогичный результат был получен 

для повторного нагружения индентора в работе [17]. 

Из геометрических соотношений следует: 

22 aRRhc  , или 211 ahc  , (12) 

где Raa  ; a  — радиус площадки контакта при 

нагрузке. 

Подставляя уравнение (12) в (11), получим: 

2

2

11

121

a

a




 .      (13) 

Таким образом, экспоненту кривой разгрузки   

можно определить через относительный радиус кон-

такта a  в нагруженном состоянии индентора. 

Методология решения проблемы. Из анализа об-

зоров, приведенных в работах [14; 18], существуют 

следующие методы определения радиусов контакта: 1) 

с помощью предложенного авторами [19] параметра 

hhc c2
, учитывающего продавливание ( 12 c ) и 

нагромождение ( 12 c ) материала [10–12; 18–21 и др.]; 

2) использующие результаты теории упругости: при 

применении для анализа испытаний на вдавливание 

начальной жесткости при разгрузке; для учета влияния 

тангенциальных напряжений, а также деформации ин-

дентора при нагружении [13–15; 22 и др.]. При приме-

нении параметра 
2c  учитываются пластические свой-

ства материала, поэтому вначале их необходимо опре-

делить согласно [23] или другим методикам, например 

[16; 21; 25–28 и др.]. 

В настоящем исследовании используем результаты 

теории упругости. Параметр 2c  будем использовать для 

аналитического построения кинетических диаграмм ин-

дентирования сферы в виртуальные материалы с разными 

пластическими свойствами. 

Часто упругопластические задачи пытаются решать в 

«упругой» постановке, рассматривая повторный контакт 

как упругий с «герцевским» распределением контактного 

давления. При этом используется постоянный радиус 

кривизны восстановленной поверхности, определенный 

исходя из ее остаточной глубины и диаметра отпечатка. 

Считаем это грубым допущением, цена которого показана 

далее. На самом деле, при упругопластическом деформи-

ровании распределение давления на площадке контакта 

выравнивается [9; 29], а радиус кривизны по диаметру 

отпечатка может отличаться в два раза [30, с. 15]. Пара-

докс ситуации состоит в том, что в указанных работах [9; 

29] этот прием используется. 

Уравнение для распределения контактного давления 

при упругопластическом внедрении сферы получено в 

работе [31]. Авторами показано, что если кривая нагру-

жения диаграммы кинетического индентирования сферы 

описывается уравнением (7), тогда распределение дав-

ления в месте контакта описывается выражением: 

    22
0 1 arprp ,     (14) 

где 1 ;  10  mpp ;  2aPpm   — среднее 

давление в контакте. 

Используя конечно-элементное моделирования при 

введении сферы в упругопластическое упрочняемое 

полупространство, авторы [32] получили, что: 

ABhe
RE

P
P 




2
,      (15) 

где  nAA y , ;  nBB y , ;   Eyy ; 
y  — 

предел текучести; n — показатель упрочнения. Для 

005.0...0005.0y
 и 4.0...05.0n : 

  3128.1...0212.1,  nA y . Тогда в уравнении (14) 

3128.0...0212.0 . 

Напряженно-деформированное состояние от дейст-

вия на упругое полупространство нагрузки вида (14) 

рассмотрено в работе [22]. Перемещения в центре 

площадки контакта описываются уравнением: 

      


1,112 12a

E

p
ru m

z
 (16) 

Учитывая принятые обозначения и то, что 

     1,112 12  
K , где  21,  — бета- 

функция, получим: 

   rr hhRhhE
K

P 


 



. (17) 

Из уравнения (17) можно получить достаточно точ-

ное уравнение, которое следует применять для опреде-

ления модуля упругости материала при отсутствии 

наплыва при индентировании: 

   

i

irr

EPK

hhRhh
E

2

2

1

1











.   (18) 

Разгрузка сферы рассмотрена авторами [33], где 

указано, что контактная глубина при разгрузке описы-

вается выражением: 

rm

re
cce

hh

hh
hh




 ,

mer hhh  ,   (19) 

где ch — контактная глубина при упругопластическом 

нагружении. 

Соответственно для радиуса площадки контакта 

при разгрузке: 

  5.022 cecece hRha  .       (20) 

Из выражения (16) с учетом (19), (20) и принятых 

обозначений следует: 

   rececee hhhRh
K

E
P 







5.02

0

2 , (21) 

а начальная жесткость разгрузки: 

  5.02

2

2
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hhe
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После преобразования с учетом уравнения (11) по-

лучим: 

  aEKa
K

E
hRh

h

h

K

E
S scc

c

c 





















5.022
2

23
, (23) 

)(

)(
),(






K

a
aKs .    (24) 

Зависимости параметра ),( aKs  , аналога числен-

ной константы в уравнении (1), представлены на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Зависимости параметра )(aKs  для разных 

значений 
 

Аналогичный результат получен в работе [34] для 

корректирующего фактора c из уравнения (3): 






K
c

2
.      (25) 

После подстановки уравнения (25) в (3) получим 

уравнение (23). 

Результаты исследований. Для оценки получен-

ных результатов рассмотрено внедрение сферического 

индентора из карбида вольфрама ( GPaEi 700 , 

24.0i ) в упругопластическое упрочняемое полу-

пространство с одинаковыми упругими константа-

ми ( 3.0,200  GPaE ) и с разными пластическими 

свойствами. При описании свойств виртуальных мате-

риалов используем следующие характеристики упру-

гопластического тела Холломона [35]: Eyy  , где 

y  — предел текучести, и n  — экспоненту упрочне-

ния. Для вычислительных экспериментов использова-

ны три виртуальных материала с разными свойствами, 

для которых параметры y  и n  соответственно равны: 

0.001, 0.05; 0.003, 0.1; 0.005, 0.2. 

Для определения расчетного значения радиуса от-

носительной площади calca  использовались данные 

[18], которые, по мнению авторов [15], являются 

наиболее точными из методов, использующих 
2c . Со-

гласно [18]: 

   NNNc hM
h

h
c




222 2 ,          (26) 

где  nMM y ,  и  nNN y ,  получены в результате 

конечно-элементного моделирования. 

В этом случае радиус контакта рассчитывается сле-

дующим образом: 

 2222 hchcacalc  .    (27) 

При построении кривой нагружения использовано 

уравнение (15), предложенное авторами [32], а для 

кривой разгрузки — уравнения (8), (11) или (13). Для 

указанных выше виртуальных материалов значения 

параметра  соответственно равны 0.0616, 0.1749, 

0.2537 и значительно отличаются от «герцевского» 

5.0 . 

Далее были рассмотрены два случая:  

1) приведенная начальная жесткость разгрузки 

определялась из уравнения (9): 

rm

m

hh

P

RE

S
S








1
1 ,  (28) 

а относительный радиус контакта — согласно уравне-

нию (1): 

211 Sas  ;       (29) 

2) для определения приведенной начальной жестко-

сти разгрузки использовалось уравнение (23): 







K

a

RE

S
S calc2

2 .  (30) 

Относительный радиус контакта при этом: 

calcss aKSa  22
.  (31) 

Таким образом, во втором случае значения радиуса 

контакта, определенного из начальной жесткости раз-

грузки, всегда совпадают с его расчетным значением, 

что не наблюдается для случая 1. Следует отметить, 

что значения жесткостей 1S  и 2S  при одинаковых зна-

чениях mh  совпадают. 

На рис. 3, a представлена зависимость расхождения 

1sa  от calca  с ростом величины внедрения сферы h  в 

виртуальные материалы. Явная корреляция с данными 

на рис. 3, a следует из зависимостей  hKs  на рис. 3, b, 

которые показывают, какими должны быть численные 

коэффициенты в уравнении (1) для устранения расхож-

дений 1sa  от calca . 

 

 
a) 
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b) 

Рис. 3. Величина расхождений 1sa  от calca  с увели-

чением внедрения сферы h  (a) и значения параметра 

 hKs  (b), устраняющие эти расхождения в случае 2 

 

Рассмотрим поправку к уравнению (1) предложен-

ную автором [32], согласно которой для 25.0 Raa  

рекомендовано  

 Phaa sh ,1
 ,    (32) 

где 

  PchhccPh 2
321 lnln,  ,  (33) 

019381588.01 c , 15760423.02 c , 40001944832.03 c . 

Зависимость  hah  в сравнении с зависимостями 

 has1  и  has2  представлена на рис. 4. 

 
a) 

 
 b) 

Рис. 4. Сравнение расчетной зависимости  hah  с 

учетом поправочного параметра  Ph ,  по данным 

[32]  c зависимостями  has1  и  hah  

 

Как следует из рис. 4 расчет зависимости  hah при-

водит к равномерно уменьшающимся значениям в 

сравнении с  has1 , в то время, как зависимости  has1  и 

 has2  сближаются (см. также рис. 3, a).  

Очевидно, что целью авторов [32] являлось объяс-

нение уменьшение радиуса контакта, а не определение 

начальной жесткости при разгрузке. 

Без учета распределения контактного давления до-

стичь поставленной цели исследований невозможно. 

Это подтвержается также результатом работы [34] при 

определении корректирующего фактора c , в которой 

было учтено распределения контактного давления и 

получен  аналогичный результат. 

Заключение 

1. Указано, что попытки решать упругопластиче-

ские задачи в «упругой» постановке, рассматривая по-

вторный контакт как упругий с «герцевским» распре-

делением контактного давления, являются грубым до-

пущением. Это приводит при определении параметров 

индентирования к погрешностям до 15 %. 

2. Ключевым моментом для достижения цели явля-

ется использование более ранних разработок коллекти-

ва по определению распределения давления на пло-

щадке контакта (уравнение (14)) и определению 

напряженно-деформированного состояния при дей-

ствии такой нагрузки на упругое полупространство. 

3. Предложено уравнение (18) учитывающее рас-

пределение контактного давления, которое следует 

применять для определения модуля упругости матери-

ала при отсутствии наплыва при индентировании сфе-

ры. 

3. Использование оригинального подхода к описа-

нию площади контакта при разгрузке сферы позволило 

получить новое уравнение для начальной жесткости 

при разгрузке (уравнение (23)), значительно отличаю-

щееся от общепринятого (уравнение (1)). Вычисли-

тельные эксперименты подтверждают погрешности 

при использовании уравнения (1). Это объясняет при-

чину многочисленных поправок к приведенному моду-

лю упругости или к начальной жесткости при разгрузке 

в работах разных авторов, например, в [9–12 и др.].  
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