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Авторы статьи рассматривают процесс движения сыпучего материала во вращающемся горизонтальном барабане не-

прерывного действия. На основе предположения, что материал заполняет барабан в виде сегмента в поперечном сечении и 

происходит обрушение материала по поверхностным слоям сегмента по прямым линиям, разработана математическая мо-

дель процесса движения материала. В процессе движения происходят силовые взаимодействия сегмента с внутренней по-

верхностью барабана и со слоями сегмента, т. е. рассмотрены физические процессы, происходящие в сыпучем материале. 

Предложенная математическая модель рассматривает движение не отдельного элемента сыпучего материала, а их сово-

купности в виде клина обрушения и его перемещение как в поперечном, так и в продольном направлении движения барабана. 

На основе рассмотренной математической модели получены формулы для расчета времени прохождения материал от загру-

зочного к выгрузочному отверстию барабана  и производительности барабана. 

 

Ключевые слова: вращающийся горизонтальный барабан; сегмент заполнения; клин обрушения; сыпучий материал. 
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The article consider the process of movement of bulk material in a rotating horizontal continuous drum. Based on the assumption 

that the material fills the drum in the form of a segment in a cross-section and that the material collapses along the surface layers of the 

segment along straight lines, a mathematical model of the material movement process has been developed. In the process of movement, 

force interactions of the segment with the inner surface of the drum and with the layers of the segment occur, i.e. physical processes 

occurring in bulk material are considered. The proposed mathematical model considers the movement of not an individual element of 

bulk material, but their combination in the form of a collapse wedge and its movement, both in the transverse and longitudinal direc-

tions of the drum. On the basis of the considered mathematical model, formulas are obtained for calculating the time of passage of the 

material from the loading to the unloading hole of the drum and the productivity of the drum. 
 

Keywords: rotating horizontal drum; filling segment; caving wedge; bulk material. 

 

Введение. Барабаны применяются в различных от-

раслях промышленности для смешивания различных сы-

пучих веществ, для сортирования (разделения) сыпучих 

веществ по фракциям (рис. 1, а) [1], для сушки влажных 
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материалов, например опилок, для температурной обра-

ботки клинкера в цементной промышленности (рис. 1, б) 

[2], для окорки древесины в целлюлозно-бумажной про-

мышленности и т. д. 

 

 

a) 

 

б) 

Рис. 1. Промышленные барабаны: а — передвижная барабанная сортировочная установка на песчаном карьере; б — 

вращающаяся барабанная печь для производства цемента 

 

Для создания новых высокопроизводительных ба-

рабанов для обработки сыпучих материалов необходи-

мо знать свойства сыпучих сред. Впервые в СССР 

научно обоснованное описание свойств сыпучих мате-

риалов выполнено Р.Л. Зенковым [3]. Им заложены 

основы теории движения сыпучих масс в бункерах, 

барабанах и др. установках. Проблемой движения сы-

пучих материала в барабанах занимались З.В. Канторо-

вич и его последователь Е.И. Ходоров [4–6], но ими 

рассматривались наклонные барабаны в цементной 

промышленности (печи) длиной около 100 м при не-

значительном заполнении таких барабанов сыпучим 

материалом в пределах 10–15 % от площади попереч-

ного сечения барабана. Особую сложность представ-

ляют расчеты барабанов для целлюлозно-бумажной 

промышленности, так как в качестве сыпучей среды 

рассматривается древесина (бревна диаметром 6–40 см, 

длиной 0,7–5 м) [7; 12; 13]. Ученые предлагали различ-
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ные математические модели движения сыпучих мате-

риалов в барабанах с целью решения вопроса движения 

сыпучих сред [5; 6; 14]. В данной работе рассматрива-

ется упрощенная математическая модель движения 

сыпучих материалов в барабане, основанная на том, 

что движение сыпучего материала происходит в верх-

них слоях сегмента заполнения (по хордам — по пря-

мым линиям, в виде клина обрушения). 

Цель работы. Разработка упрощенной математиче-

ской модели движения сыпучих материалов в бараба-

нах непрерывного действия, позволяющей рассчиты-

вать параметры барабанов, время прохождения матери-

ала через барабан, скорость его вращения и производи-

тельность. 

Решение задачи. Разработка математической модели 

движения сыпучих материалов вдоль оси горизонтально 

расположенных барабанов непрерывного действия. 

Рассмотрим движение сыпучего материала вдоль оси 

горизонтально расположенного вращающегося барабана. 

Обычно барабан заполняют сыпучими веществами 

на 0,1–0,8 его объема (в поперечном сечении — сегмент 

заполнения). При вращении барабана сегмент заполне-

ния поворачивается на определенный угол   (угол ди-

намического откоса), зависящий от свойств сыпучего 

материала — размеров частиц и их формы (круглая, 

продолговатая, пластичная и т. п.), влажности, плотно-

сти, скорости вращения барабана и т. д. После этого 

происходит обрушение поверхностных слоев сегмента 

(условно по хорде) [7], а угол наклона сыпучего матери-

ала принимает значения угла естественного откоса  сы-

пучего материала   (статический наклон материала как 

сыпучей среды). 

Благодаря трению и сцеплению сыпучей среды со 

стенками барабана весь сегмент поворачивается как 

единое целое. Затем слои сыпучей среды, находящиеся в 

зоне хорды, обрушаются (зона обрушения). При этом 

предполагается отсутствие скольжения массы сыпучей 

среды по внутренней поверхности барабана и, при ско-

ростях вращения барабана с малыми величинами, цен-

тробежных сил [9; 10]. В связи с этим, пренебрегая цен-

тробежной силой, считаем, что на сыпучую среду дей-

ствует только сила тяжести материала P. Эту силу рас-

кладываем на силу, действующую по поверхностному 

слою (слоям), и перпендикулярную ей N, которая вызы-

вает пропорциональную ей силу трения Fтр  (рис. 2). 

Коэффициент трения частиц сыпучего материала 

друг с другом f, который проявляется в поверхностных 

слоях сегмента при обрушении и может быть опреде-

лен из условия (рис. 2, б), когда S Fтр. или: 

sin cosтрS P F fP     или tgf  .     (1) 

 

 

Рис. 2. Силы, действующие на сыпучий элемент, 

находящийся на поверхности сегмента заполнения: а 

— сегмент в динамическом состоянии; б — сегмент в 

статическом состоянии 

 

Вся масса сыпучего материала, находящаяся в по-

верхностных слоях сегмента, приходит в движение, 

когда угол наклона сегмента достигнет величины   — 

происходит обрушение (рис. 2, а), тогда можно запи-

сать условие обрушения 
трFS   или: 

)cos(sincossin   tgmgfPP . (2) 

Сыпучая масса при обрушении совершает сложное 

движение относительно оси барабана и относительно 

остальных слоев сегмента. В зоне обрушения происхо-

дят основные процессы, обеспечивающие интенсивное 

перемешивание сыпучей массы и ее перемещение 

вдоль оси барабана. 

Перемещение сыпучей массы вдоль оси барабана по 

поверхностным слоям сегмента происходит за счет 

наклона плоскости обрушения вдоль оси барабана из-за 

разницы степени заполнения барабана сыпучим матери-

алом на входе и выходе. Угол наклона этой плоскости к 

оси барабана   зависит от свойств сыпучей среды, дли-

ны барабана, интенсивности загрузки и выгрузки мате-

риала. Режим движения материала вдоль оси барабана 

следует считать установившимся, когда количество вхо-

дящего в барабан материала равно количеству выходя-

щего из него материала. Если барабан выполняет функ-

цию сортировочной установки, то режим установивше-

гося движения материала следует считать с учетом уда-

ляемой из барабана части материала. 

Представим барабан радиусом R (рис. 3, а), сегмент 

заполнения сыпучим материалом которого А1 m А2. 

Сегмент характеризуется центральным углом 2 . Об-

рушение поверхностных слоев материала происходит 

при угле наклона сегмента  . Эпюра веса сыпучего 

материала, действующего на стенку барабана, показана 

на рис. 3, б (кривые А2Е, А2D). 
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                                       а)                                                                                                б) 

Рис. 3. Эпюры сил, действующих на барабан от сегмента заполнения его сыпучим материалом: а — эпюра веса сыпучего 

материала, находящегося в барабане; б — эпюры распределения реактивных сил от веса сегмента заполнения сыпучим ма-

териалом 

 

Эти кривые можно описать уравнениями: 

2 2

1

cos
2 ;

cos
y R x xtg R





   

22

2 xRy  ; 

22

3 3 xRy  .      (3) 

Для удобства расчетов разделим площадь эпюры 

A2ED на две, S1 и S2, и выделим в пределах этих пло-

щадей элементарные слои dX1 и dX2, причем 

1 1 2x X x  ; 2 2 3x X x  , тогда: 


1

2

11

y

y

dydxdS ; 
3

2

22

y

y

dydxdS  (4) 

Соответствующие давления на барабан от сил веса 

сыпучего материала с учетом его плотности M  опре-

делится как: 

1 1MdP dS ;
2 2MdP dS  .   (5) 

Разложим эти давления на нормальные 
nP  и каса-

тельные P
 по отношению к поверхности барабана 

(рис. 3, б): 

1 1 osndP dP с    

2 2 cos
ndP dP    

1 1 sindP dP    
2 2 sindP dP     (6) 

Отметим, что sin
x

R
  ; 

2 2

cos
R x

R



 ;    — 

переменный угол.  

Интегрируя формулу (6) в соответствующих преде-

лах, получим: 

;
2

1

11 
x

x

nn
dPP  ;

3

2

22 
x

x

nn
dPP  

;
2

1

11 
x

x

dPP
     ;

3

2

22 
x

x

dPP
   (7) 

Подставляя в формулу (7) значения из предыдущих 

уравнений и учитывая, что 
1 )sin(x P     ; 

2 )sin(x R    , а 
3x R , найдем интегрированные 

выражения для соответствующих сил давления. После 

их интегрирования получим: 

2
2 2

1 2sin (3cos cos2 sin cos4 ) 3cos (0,5 sin 2 cos2 )
3cos

n MR LP


        

         

 

  2 2 2 2

1

3
sin sin sin 2cos 8cos cos

2
MP R L                    (8) 

2 3

2

3
2 3sin( ) sin ( )

2

n

МP R L           
 

2

2

3
cos( )

2
MP R L      . 
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Распределение сил , ,np pP P P 
 показано на рис. 3, б. 

Определим силы сцепления 1

сцF  и 2

сцF  для соответ-

ствующих частей сегмента заполнения: 

1 1

сц n

сцF f P  

2 2

сц n

сцF f P  ,  (9) 

где 
сцf  — коэффициент сцепления между сегментом 

заполнения и внутренней поверхностью барабана. 

Для соблюдения условий, при которых происходит 

обрушение сыпучей массы, необходимо исключить 

проскальзывание материала по внутренней поверхно-

сти барабана, т. е.: 

1 1

2 2

сц

сц

P F

P F





 




.   (10) 

Подставив величины из формул (8) и (9) в формулу 

(10), получим: 

2 2 2 2

2 2 2

3

3

2sin sin cos (sin 2cos 8cos cos )

2sin (3cos cos sin cos4 3cos (0,5sin 2 cos2 )

cos ( )

2 3sin( ) sin ( )

сц

сц

f

f

      

        

 

   

     


     


 
    

    (11) 

Анализ неравенств (11) показал, что сцf , в зави-

симости от степени заполнения барабана сыпучим ма-
териалом 2 , может принимать различные значения, 

соответствующие нескольким видам (состояниям) 
движения сегмента заполнения (рис. 4). 

 

 

Рис. 4. Характер движения сегмента заполнения     
сыпучим материалом при вращении барабана 
 

1. Сегмент совершает колебательные движения при 

вращении барабана, когда 2 90   (степень заполне-

ния 0,1–0,2 D) и 
сц сцf f     (рис. 4, а), и обрушения 

поверхностных слоев материала не происходит. 

2. Сегмент находится в состоянии равновесия, но 
его центр тяжести отклонен на угол, меньший   (сег-

мент скользит  по поверхности барабана, и обрушения 
материала не происходит) (рис. 4, б). Это состояние 
соответствует 2 90 180    при степени заполнения 

0,2–0,4 D, а 
сц сцf f   

. 

3. Сегмент наклонен к горизонту на угол  , и сы-

пучий материл постоянно обрушается по плоскости 
(слоям) обрушения. При этом степень заполнения са-
мого барабана сыпучими материалами составляет 0,6–

0,8 D, а сц сцf f     (рис. 4, в). 

4. При искусственном создании условий 

сц сцf f     путем установления на внутренней по-

верхности барабана различных продольных балок (рис. 
4, г) применения мягких материалов (резина, поролон и 
т. п.) или создания шероховатости поверхности бара-

бана происходит подъем сегмента на угол  , поверх-

ностные слои сегмента обрушаются. Отметим, что у 
сортировочных барабанов отверстия создают эту ше-
роховатость. Степень заполнения барабана может со-

ставить 0,1–0,8 D, а  
сц сцf f     (рис. 4, г). 

5. Первые четыре состояния сегмента рассмотрены 
при скоростях вращения барабана ниже «критической» 
V<Vкр. В случае, если V≥Vкр, сегмент разрушается под 
действием центробежных сил, и сыпучий материал 
«растекается» по стенке барабана, нет движения мате-
риала, нет обрушения, это уже другой процесс — цен-
трифугирование (рис. 4, д). 

 

Рис. 5. Схема сил, действующих на сегмент заполне-

ния: а — силы, действующие на сегмент; б — силы, 

действующие на элемент сегмента 
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На сегмент заполнения барабана сыпучим материа-

лом в основном действует сила тяжести P (рис. 5). Раз-

лагая эту силу на силу P 
, параллельную поверхности 

слоя обрушения, и перпендикулярную ей 
nP , получим 

соответствующие моменты сил, определяющие состоя-

ние сегмента. 

Сила P 
на плече от центра барабана (оси бараба-

на) до центра тяжести сегмента создает момент pМ , 

заставляющий сегмент занять горизонтальное, макси-

мально низкое положение. Сила 
nP  вызывает силу 

трения, которая на плече, равном внутреннему радиусу 

барабана, создает момент fМ , поднимающий сегмент 

и поворачивающий его относительно горизонта: 

3 32
sin sin

3
p MM R     ,  (12) 

f сцdM dF R .   (13) 

Сила трения между стенкой барабана и материалом 

сегмента можно определить по формуле (14). 

После интегрирования формулы (14) от  до 

  с соблюдением равенства моментов получим 

формулу (15). 

 

 
2 2 2

2

2 3 3

cos2 cos2 cos (cos cos )
0,5 cos

cos (cos cos )
сц сц М

V
dF f R d

g R

    
   

  

  
     

  

                     (14) 

2

2 2 3

1 sin
0,5 (2sin cos ln )cos

1 sin

1 sin 2
2 sin cos 0,5cos ln sin sin

3 1 sin 3

сц

сц

f

Rf

g


  




      




  



   
         

  (15) 

где   — угловая скорость вращения барабана.  

Уравнение (15) можно написать в другом, упро-

щенном виде: 
2

cos sin
3

сц

сц

R f
f X Y Z

g


 

 
     .     (16) 

При остановке барабана, когда 0  , уравнение 

(16) примет вид: 

cos sinсцf x z     или 
сц

x
tg f

z
   (17) 

Таким образом, для обеспечения движения сыпучего 

материала, расположенного в сегменте заполнения, необ-

ходимо, чтобы момент сил трения fM , возникающий на 

внутренней поверхности барабана, был равен моменту 

сил тяжести pМ , действующих на сегмент. 

При обрушении сыпучего материала по поверх-

ностным слоям сегмента в движение вовлекается опре-

деленная совокупность материала. Рассмотрим это яв-

ление. Во время вращения барабана плоскость обруше-

ния займет положение, характеризуемое прямой AB 

(рис. 6) под углом   к горизонту. 

Далее барабан поворачивается  на угол d  (прямая 

A1,В1). Клин с сечением A1,В1,С обрушивается по плос-

кости откоса A1,С. Затем следует поворот на d  и т. д., 

— непрерывно происходят подъем и обрушение матери-

ала и его перемещение вдоль оси барабана за счет пода-

чи материала и его выхода из барабана. Угол наклона 

плоскости обрушения к оси барабана  . 

Площадь клина A1,В1,С1 равна: 

2 21
2 sin .

2
kdF AB CD R d      

Обрушение происходит за время dt, в течение кото-

рого происходит поворот на d , тогда: 

22 sin kF R    . 

 

 

Рис. 6. Схема клина обрушения сыпучего материала 

в поперечном сечении барабана 

 

Рассмотрим, какие перемещения произойдут при 

обрушении. После поворота на угол d  клин BB1O 

обрушится и примет положение А1АB. Полностью из-

менит свое местоположение только клин О1BB1 кото-

рый займет положение О1АА1. Средняя часть клина 

А1BO1 не изменится. Площадь BB1O1=АА1О1 и равна 

21
sin

2

II

kdF R d   , тогда площадь 
IIF клина 

BB1O1 будет: 

21
sin

2

II

kF R    .  (18) 



Системы Методы Технологии. Б.М. Локштанов и др. Математическое описание … 2021 № 4 (52) с. 34-42 

40 

Среднее расстояние lk, которое пройдет сыпучая 

масса после обрушения, определяется расстоянием 

между центрами тяжести клина B,B1О1 и A,A1,О1: 

4
sin

3
k kl R               (19) 

Благодаря наклону плоскости обрушения (угол  ) 

клин B,B1О1 пройдет путь вдоль оси барабана (ось Y ) 

на величину 
2k kY l a  (рис. 7) [8], где 

2

sin cos

sin
a

 




 , 

тогда: 

4 sin cos
sin

3 sin
k kY R

 





 .         (20) 

 

Рис. 7. Траектории движения элемента сыпучей массы 

в барабане: а — в поперечном сечении барабана; б — 

в пространстве 

 

Количество обрушений клина B,B1О1 за один обо-

рот барабана в среднем сечении барабана можно опре-

делить по формуле: 

0

60 60

( )n цn t t n t
  

   
, 

где n — число оборотов барабана, с; 0 , nt t  — время 

обрушения и время подъема клина, с; 0 n цt t t    — 

время цикла (обрушения и подъема) в среднем сечении 

барабана: 

2 2

(sin cos ) 180

ср ср

ц

l
t

g f

 

  
  

 
. 

Среднее продвижение клина B,B1О1 за один оборот 

барабана вдоль оси барабана: 

I

срY Y  . 

Число оборотов барабана n , требуемое для про-

хождения клина B,B1О1 от загрузочного к выгрузочно-

му отверстию барабана (прохождение материала  всей 

длины барабана L), будет: /n L Y  . Тогда продолжи-

тельность T прохождения сыпучей массы через бара-

бан будет n
T

n


 . Подставив в эту формулу T соответ-

ствующие величины, получим: 

8 sin
180 2 sin

3 (sin cos )
,

14400 sin sin cos

ср

ср

ср

R
L

g f
T

R


   

 

   

 
  

  


мин  (21) 

Зная время прохождения сыпучего материала через 

барабан T (точнее, математическое ожидание времени 

прохождения сыпучего материала через барабан) [11], 

можно определить производительность барабана Q  по 

следующим формулам: 

cQ F U  , м
3
/ч , 

где сF  — площадь сегмента заполнения в среднем 

сечении барабана, м
2
; U — скорость перемещения сы-

пучей массы вдоль оси барабана: 

L
U

T
  , м/ч , 

3
sin 2 180

2400 sin sin cos (1 )
2

8 sin180
1 sin

2 3 (sin cos )

ср

ср

ср

ср

ср

R

Q
R

g f


   

 




   


 


 

 
  

, м
3
/ч  (22) 

Как видно из формул (18)–(22), на производитель-

ность барабана Q  влияет большое количество факто-

ров: размеры барабана R и L, степень его заполнения 

сыпучим материалом F и скорость вращения барабана 

 . Если размеры барабана можно увеличивать, напри-

мер, диаметр барабанов для окорки древесины в ЦБП 

уже достигает 6 м, а длина барабанов в цементной про-

мышленности — 100 м, то относительно скоростей вра-

щения барабанов есть пределы. Это вызвано значитель-

ным влиянием центробежных сил при больших скоро-

стях вращения (превышающих 0,6 кр ), когда движение 

сыпучей массы нарушается (масса в верхних частях сег-

мента движется не по плоскости обрушения, а по пара-

болическим траекториям, и движение вдоль оси бараба-

на прекращается). Если скорость вращения барабана 

равна или превышает критическую ( ≥ кр ), то сег-

мент разрушается, и масса сыпучего материала «прили-

пает» к стенке барабана, прекращается движение сыпу-

чего материала вдоль его оси. 

Изучение процесса движения сыпучих материалов в 

барабанах позволило разработать систему производ-

ства щепы, нарубленной из лесосечных отходов, и про-

извести ее сортировку и очистку от посторонних при-

месей с помощью барабана. Выполнены расчеты про-

изводительности установки, в том числе и барабана, на 

данную систему, включающую барабан для очистки 

щепы. На данную установку получен патент РФ [15]. 

Выводы. При вращении горизонтального барабана 

непрерывного действия, частично заполненного сыпу-

чим материалом на 0,1–0,8 D (сегмент заполнения), 

происходят подъем сегмента на угол динамического 

откоса и обрушение его верхних слоев до угла есте-

ственного откоса  . Величина этих углов связана с 

характеристикой сыпучего материала — размерами его 
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частиц, их формой, влажностью, коэффициентом тре-

ния и т. д. 

Обрушение верхних слоев сегмента заполнения про-

исходит циклично (слои обрушаются и потом поднима-

ются вместе с сегментом). В процессе обрушения сыпу-

чий материал в виде клина обрушения перемещается из 

верхнего положения сегмента в нижнее положение. 

Центр тяжести клина обрушения перемещается по плос-

кости обрушения. Плоскость обрушения наклонена к 

горизонту на угол   и к оси барабана на угол  . 

Угол   зависит от свойств сыпучего материала, ин-

тенсивности его подачи в барабан и выхода материала 

из барабана. За счет величины угла   происходит пере-

мещение клина обрушения не только из верхнего поло-

жения в нижнее, но и вдоль оси барабана. Такое движе-

ние клина обрушения определяет время нахождения 

материала в барабане и связанные с этим технологиче-

ские операции по обработке материала (сортирование, 

сушка, дробление, смешивание и т. д.). Время переме-

щения материала зависит от длины и радиуса барабана, 

величины сегмента заполнения (степень заполнения ба-

рабана сыпучим материалом), от скорости вращения 

барабана   и интенсивности подачи  материала в бара-

бан и его выхода из барабана. Скорость вращения бара-

бана имеет предельные значения, при которых материал 

подчиняется описанному выше процессу. При увеличе-

нии скорости вращения барабана выше 0,6 
кр  

 начи-

нают оказывать большое влияние центробежные силы, 

нарушающие процессы обрушения, передвижения мате-

риала вдоль оси барабана, и вообще, разрушающие кон-

фигурацию сегмента заполнения. 

Сегмент заполнения барабана сыпучим материалом 

должен иметь достаточные силы трения (сцепления  

или зацепления) со стенкой барабана, обеспечивающие 

достаточные величины для подъема  сегмента на дина-

мический угол  . 
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