
Системы Методы Технологии. П.М. Огар и др. Математическое описание … 2023 № 1 (57) с. 21-27 
 

21 

УДК 620.17                                                                                                                DOI:10.18324/2077-5415-2023-1-21-27 
 
Математическое описание диаграмм инструментального 
вдавливания сферой. Основное уравнение индентирования 
 
П.М. Огара, В.А. Шилинb, Н.В. Карьялайненc, З.Д. Обуховd 

 
Братский государственный университет, ул. Макаренко, 40, Братск, Россия 
a ogar@brstu.ru, b wal-500@yandex.ru, calybeiw@mail.ru, d obuxov.99@mail.ru 
a https://orcid.org/0000-0001-7717-9377, b https://orcid.org/0000-0002-2972-4411,  
c https://orcid.org/0000-0003-2483-3763, d https://orcid.org/0009-0002-2057-9593 
Статья поступила 07.02.2023, принята 17.02.2023 
 

В статье рассмотрены вопросы инструментального вдавливания сферы. Указывается на определенную неудовлетворенность 
результатами разных исследований при определении модуля упругости или радиуса площадки контакта из-за необходимости 
введения различных корректирующих и поправочных коэффициентов и параметров. Указано, что распределение контактного 
давления определяется экспонентой кривой нагружения. Получено достаточно точное уравнение для определения модуля 
упругости, учитывающее распределение контактного давления, и новое уравнение для жесткости в начальной части кривой 
разгрузки. Получено основное уравнение индентирования, в правой части которого находятся параметры, фиксируемые при 
инструментальном вдавливании. Показан пример использования основного уравнение индентирования для решения задач механики 
контактного взаимодействия. Указано, что процесс восстановления отпечатка упругий и должен описываться уравнениями 
теории упругости. Показано распределение вертикальных и горизонтальных перемещений при разгрузке отпечатка индентора и 
определение его радиуса через параметры основного уравнения индентирования. 
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The article deals with the issues of instrumental indentation of the sphere. It indicates a certain dissatisfaction with the results of various 
studies in determining the modulus of elasticity, or the radius of the contact site, due to the need to introduce various correction and correc-
tion coefficients and parameters. It is indicated that the distribution of contact pressure is determined by the exponent of the loading curve. A 
sufficiently precise equation for determining the modulus of elasticity is obtained, taking into account the distribution of contact pressure, and 
a new equation for stiffness in the initial part of the unloading curve. The basic indentation equation is obtained, in the right part of which 
there are parameters removed during instrumental indentation. An example of using the basic indentation equation for solving problems of 
contact interaction mechanics is shown. It is indicated that the process of restoring the imprint is elastic and it should be described by the 
equations of elasticity theory. The distribution of vertical and horizontal displacements during unloading of the indentation and the determina-
tion of its radius through the parameters of the basic indentation equation are shown. 
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curve. 
Введение. Испытания на вдавливание сферы являются 

одним из самых ранних методов определения 
механических свойств материалов. Исторически испытания 
материалов более века назад использовались для 
определения их твердости [1; 2]. Твердость является 
важным свойством для оценки деформационного 
поведения материалов, сопротивления их 
упругопластическому деформированию и служит 
надежным средством контроля качества для многих 
технологических процессов, особенно при термической 
обработке металлов, старении материала конструкций при 

наработке технологического оборудования на ресурс. 
Главными преимуществами метода являются 
неразрушающее действие, простота выполнения и 
возможность оценки локальных механических свойств 
материалов конструкции. Изначально тест на вдавливание 
сферы использовался для определения твердости 
материала [3] по Мартенсу (1898): 

2
PHM
Rt




,   (1) 

по Бринеллю [4] HBW (1900): 
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по Майеру [5] (1908): 

2
4
d
PHM


 .   (3) 

Для описания зависимости между нагрузкой P   
и диаметром d  оставшегося отпечатка E. Mayer [5] 
предложил следующее выражение: 

mAdP  ,   (4) 

где A — константа; m — индекс Майера, который 
определяется как тангенс угла наклона зависимости  dP  
в логарифмических координатах, или через две точки 
этой зависимости: 

 
 12

12
ln
ln

dd
PPm  .        (5) 

Из уравнений (3) и (4) имеем: 
2

 







m

M D
dAH .  (6) 

Очевидно, на появление этих работ оказало влияние 
понятие абсолютной твердости Г. Герца, решившего в 
1881 г. задачу об упругом контакте шара и плоскости. С 
середины прошлого века с появлением вдавливания с 
измерением глубины начали появляться исследования по 
определению модуля упругости и других механических 
свойств [6–11], которые привели к появлению метода 
кинетического (инструментального) индентирования. 
Методика определения модуля упругости основана на 
уравнении Булычева – Алехина – Шоршорова (в 
зарубежной литературе — equation BASh) для жесткости 
начальной части кривой разгрузки, которое имеет вид: 







 EA

dh
dPS

me hhe

e 2 ,  (7) 

где A  — проекция площади контакта индентора с 
материалом; E — приведенный модуль упругости: 

122 11












 





i

i

EE
E ;  (8) 

 , i  и E , iE  — коэффициенты Пуассона и модули 
упругости материала и индентора.  

Подробный анализ упругого вдавливания 
осесимметричных инденторов изложен авторами [12]. Из 
выражения (8) для жесткости начальной части кривой 
разгрузки получено: 

2 sS E a ,   (9) 

где sa  — радиус площадки контакта. 
Однако ввиду определенной неудовлетворенности при 

определении модуля упругости и радиуса площадки 
контакта в уравнение (9) вводятся различные 
корректирующие и поправочные коэффициенты и 
параметры [13–19], например, в работе [13]: 

aES c
 2 ,   (10) 

где c  — корректирующий фактор. 
Целью настоящих исследований является 

совершенствование процесса преобразования диаграммы 
инструментального вдавливания в диаграмму 
«напряжения – деформации» при растяжении путем 
уточнения выражения для начальной жесткости 
разгрузки, описания новых закономерностей между 
параметрами индентирования и геометрическими 
характеристиками восстановленного и 
невосстановленного отпечатка.  

При определении диаграммы «напряжения – 
деформации» согласно нормативному документу [20] 
методом индентирования сферы производится 
одновременное измерение нагрузок вдавливания P и 
разгрузки eP  и глубин проникновения h  сферы в образец и 

разгружения eh , которые представляют собой диаграмму 
инструментального вдавливания и являются исходными 
данными для решения поставленной задачи. При этом надо 
четко представлять, для чего проводится индентирование и в 
какой части полной диаграммы вдавливания его проводить 
[21; 22], будет ли при этом изменение модуля упругости 
материала [22; 23]. 

2. Параметры диаграммы инструментального 
вдавливания. Основное уравнение индентирования. 
Построению диаграммы инструментального вдавливания 
предшествует предварительная обработка (очищение) 
измеренных результатов испытаний с целью исключения 
влияния деформации индентора и других элементов 
установки, а также влияния тангенциальных сил. Важное 
условие состоит в необходимости точного учета упругой 
податливости испытательного оборудованя [24; 25]. 
Небольшая погрешность в расчете упругой податливости 
может привести к значительной погрешности 
определения глубины индентирования, параметра 
деформационного упрочнения и особенно — модуля 
нормальной упругости [25]. На взгляд авторов настоящей 
статьи, для уменьшения зависимости от упругой 
податливости испытательного оборудованя необходимо 
изменить схему измерения величины вдавливания 
индентора, как это используется в  работах [26, с. 49, 27]. 
При этом необходимо из измерений вычесть упругую 
деформацию полусферы. 
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Рис. 1. Типовая диаграмма инструментального вдавливания 

На рис. 1 представлена типовая “очищенная” 
диаграмма инструментального вдавливания, состоящая из 
кривых нагружения и разгрузки индентора. Имеются пять 
параметров, которые используются в дальнейших 
расчетах. Из кривой нагружения это максимальная 
нагрузка mP , максимальное внедрение mh , экспонента   

зависимости  ihP . Из кривой разгрузки – контактная 
жесткость на начальном участке кривой разгрузки 

ee dhdPS  и остаточная глубина rh  после разгрузки 
индентора. Кривую нагружения обычно описывают 
уравнением 

 hCP l ,   (11) 

а кривую разгрузки согласно рекомендации [13]: 

 














rm

re
me hh

hhPP ,  (12) 

где lC  — константа;  ,   — показатели степени. 
Из уравнения (7) для контактной жесткости на 

начальном участке кривой разгрузки: 

e m

e m

e m rh h

dP PS
dh h h



 
 


 .  (13) 

Учитывая, что 0 m rw h h  , из геометрических 
соображений ( рис. 1) следует: 


 0w

S
Pw m , w

w0 .    (14) 

В работе [28] при разгрузке индентора параметр   
определен расчетным путем: 

c

c
h
h





2

23
,  (15) 

где Rhh cc  , R — радиус сферы; ch — глубина, на 
которой происходит контакт индентора с образцом под 
нагрузкой mP . 

Так как из геометрических соотношений следует: 

22 aRRhc  , или 211 ahc  , (16) 

то из уравнений (16) и (15) получим: 

2

2

11

121

a

a




 ,  (17) 

здесь a a R ; a — радиус площадки контакта при 
нагрузке. 

Уравнение для распределение контактного давления при 
упругопластическом внедрении сферы впервые получено в 
работе [28] и подтверждено авторами настоящей статьи в 
[29]. В указанных работах показано, что если ветвь 

нагружения диаграммы вдавливания сферы описывается 
уравнением (11), тогда распределение давления в месте 
контакта описывается выражением: 

    22
0 1 arprp ,   (18) 

где 1 ,  10  mpp ,  2aPpm   — 
среднее давление в контакте. 

Напряженно-деформированное состояние от действия 
на упругое полупространство нагрузки вида (18) 
рассмотрено в работе [30]. Перемещения в центре пло-
щадки контакта описываются уравнением: 

      


1,112 12a
E
pru m

z     (19) 

Учитывая принятые обозначения и то, что 
     1,112 12  

K , где  21,  — бета- 
функция, получим: 

   rr hhRhhE
K

P 


 


. (20) 

Из уравнения (20) можно получить более точное 
уравнение для определения модуля упругости, чем 
полученное в [26, с. 23] для «герцевского» распределения 
давления, т. е. для 0.5  . Уравнение (21) следует 
применять для определения модуля упругости материала 
при отсутствии наплыва при индентировании: 

   
i

irr

EPK
hhRhh

E
2

2

1
1











. (21) 

Разгрузка сферы рассмотрена в работе [31], где 
указано, что контактная глубина при разгрузке 
описывается выражением: 

rm

re
cce hh

hhhh



 , mer hhh  ,      (22) 

где ch  — контактная глубина при упругопластическом 
нагружении. 

Для радиуса площадки контакта при разгрузке: 

  5.022 cecece hRha  .      (23) 

Из выражения (19) с учетом (22), (23) и принятых 
обозначений следует: 

   
0.522e ce ce e r

EP Rh h h h
K






   , (24) 

а начальная жесткость разгрузки: 

  5.02

2

2

23

cc

cc

hhe

e

hRh

hRh
K
E

dh
dPS

me 













.      (25) 

После преобразования с учетом уравнения (15) 
получим: 

 0.523 2 2
2

c
c c

c

hES Rh h E a
K Kh




 

 
    


. (26) 
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Из равенства уравнений (13) и (26) получим: 

( )
m

m r

K P
a

h h E



 

 
.  (27) 

Как следует из анализа уравнения (27), в него входят 
параметры инструментального вдавливания, 
перечисленные в начале раздела. Поэтому предлагается 
его назвать основным уравнением индентирования.  

В относительных величинах имеем: 

 ( )
m

m r

K P
a

h h
 
 

 ,   (28) 

где 2m
PP

E R
 . 

Описание контактного взаимодействия сферы с 
упругопластическим полупространством. 
Представленное выше основное уравнение индентирования 
(28) является модифицированным уравнением Булычева – 
Алехина – Шоршорова (equation BASh). Ииндентирование 
материалов с целью определения их механических свойств 
(прямая задача) впервые было предложено С.И. Булычевым 
с соавторами [9; 10]. В дальнейшем метод был адаптирован 
для определения характеристик на микро- и наноуровне [13]. 
Если известны механические свойства материалов, то 
математическое описание инструментального 
индентирования можно использовать для расчетов 
контактного взаимодействия сферы с упругопластическим 
пространством (обратная задача) [32]. 

 
Рис. 2. Ступенчатая диаграмма индентирования и 
зависимость Мартенса 

На рис. 2 представлены ступенчатая диаграмма 
индентирования и линейная зависимость Мартенса  

( )pi ih P . При приложении  к индентору нагрузки iP  

фиксировались значения ih  и pih  и затем точка Мартенса 

в пересечении pih – iP . Текущее значение глубины 

восстановленного отпечатка: 

 /pi ih P qR  ,  (29) 

где / ( )m mq P h R  — коэффициент деформационного 
упрочнения [25, 33]. 

Рассмотрим простейшее применение основного 
уравнения индентирования вида (28) в механике 
контактного взаимодействия. Допустим, что 

приближенно 2 ( )c ra Rh R h h   . Тогда из (28) 
имеем: 

0.5
0.5( ) ( )r r

K P
h h h h

R E


  


, (30) 

0.5
1.5 0.5( 1) ( 1)

r r r

K Ph h
h h h R E


  


 . (31) 

Обозначим 21
r

h y
h
  , тогда 2 1

r

h y
h

  , 

21 2
r

h y
h
   . Выражение (31) представим в виде: 

3 2
1.5 0.52 0
r

K P
y y

h R E


  


.  (32) 

Кубическое уравнение (32) удобно решать, используя 
формулу Кардано. Если ky  — корень уравнения (32), то: 

2( 1)r kh h y  ,      (33) 

 /r ph h P qR  .         (34) 

В работе [32] для определения ph  использовалось 

понятие «пластическая твердость». 
Выражения (32) – (34) рекомендуется использовать при 

уточнении (аппроксимации) зависимости (12). 
Влияние вертикальных и горизонтальных 

перемещений на размеры разгруженного отпечатка. 
Из выражений (1) – (6) только первое относится к 
невосстановленному состоянию, а остальные  — к 
восстановленному (разгруженному). Может возникнуть 
вопрос — как изменятся размеры восстановленного 
отпечатка? Так как процесс восстановления упругий, то он 
должен быть описан уравнениями теории упругости. 
Авторами [29] предложена концептуальная модель 
процесса инструментального вдавливания жесткой сферы, 
согласно которой в процессе нагружения сферы в 
результате сложных процессов упругой и пластической 
деформаций формируется распределение давления в 
контакте сферы с материалом, которое определяется 
уравнением кривой нагружения. При разгрузке сферы 
величина перемещений восстанавливаемой поверхности 
равна перемещениям восстанавливаемого упругого 
полупространства после действия на него искомого 
распределения давления. При повторном нагружении 
сферы перемещения восстановленной поверхности будут 
эквивалентны соответствующим перемещениям упругого 
полупространства при действии на него искомого 
распределения давления. 

UgrumovaEV
Штамп
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Рис. 3. Функции вертикальных ( )zF   и радиальных 

( )rF   перемещений 
 
Распределение вертикальных и радиальных 

перемещений на площадке контакта при действии 
нагрузки вида (18) рассмотрено авторами в работе [34]. В 
результате вертикальные и радиальные перемещения 
можно описать уравнеииями: 

( ) ( )m
z z

apu F
E   ,            (35) 

( ) ( )m
r r

apu F
E   ,            (36) 

Радиус разгруженного отпечатка равен: 
 

(1) (1)m
s r s z

apa a u a F
E    , (37) 

(1) 0.2857zF    для всех значений    (рис. 3). 
Окончательно, с учетом выражения (27), для радиуса 

разгруженного отпечатка имеем: 

0.2857m

r s

KPa
h h aE




 
  

  
, 

или   

(1 0.2857 )r
s

s

h ha a
K a


  .       (38) 

Заключение 
1. Имеется определенная неудовлетворенность 

результатами исследований [13–19] при определении 
модуля упругости и радиуса площадки контакта, так как в 
уравнение (9) для улучшения полученных результатов 
вводятся различные корректирующие и поправочные 
коэффициенты и параметры.  

2. Установлено, что, если ветвь нагружения диаграммы 
вдавливания сферы описывается уравнением (11), тогда 
распределение давления в месте контакта описывается 
выражением (18). Это позволило ввести параметр 

1    в более точное уравнение для определения 
модуля упругости, чем полученное в [26, с. 23] для 
«герцевского» распределения давления, т. е. для 0.5  . 

3. В результате выявления новых закономерностей 
между параметрами индентирования получено новое 
выражение (26) для жесткости в начальной части кривой 
разгрузки. Использование выражений (26) и (13) позволило 
сформировать выражение (27), в правой части которого 
находятся параметры, снимаемые при инструментальном 
вдавливании. Поэтому предложено его представить как 
“основное уравнение индентирования”.  

4. Показан пример использования основного 
уравнения индентирования для решения задач механики 
контактного взаимодействия. Этот подход рекомендуется 
использовать при уточнении (аппроксимации) 
зависимости (11). 

5. Показано влияние вертикальных и горизонтальных 
перемещений при действии на пятно контакта нагрузки 
вида (18) и определение его радиуса через параметры 
основного уравнения индентирования. 
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