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Оценка динамических состояний технических объектов является необходимым условием для обеспечения безопасности и 

надежности работы систем и машин, а также для повышения их эффективности и улучшения конструкции и технологии 

производства. В статье рассматривается применение рычажных связей в оценке динамических состояний технических объек-

тов при наличии кинематических возмущений. Методология исследования основана на структурном математическом модели-

ровании, позволяющем установить соответствие между механическими колебательными системами и структурными схе-

мами систем автоматического управления. Разработана концепция, отображающая представления о динамических состоя-

ниях и формах динамических взаимодействий элементов системы путем обобщения понятий о рычагах 1-го и 2-го рода. В 

рамках концепции показано, что совокупность динамических состояний и форм динамических взаимодействий элементов ме-

ханической колебательной системы, находящейся в условиях связных кинематических возмущений, отображается с помощью 

характеристик обобщенного рычага с измененной метрикой. Результаты исследования могут быть применены в различных 

областях техники для более точной оценки динамических состояний технических объектов. 
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Assessing the dynamic states of technical objects is a necessary condition for ensuring the safety and reliability of systems and ma-

chines, as well as for increasing their efficiency and improving the design and production technology. The paper considers the use of lever 

connections in assessing the dynamic states of technical objects in the presence of kinematic disturbances. The research methodology is 

based on structural mathematical modeling, which makes it possible to establish a correspondence between mechanical oscillatory sys-

tems and structural schemes of automatic control systems. A concept has been developed that reflects the concepts of dynamic states and 

forms of dynamic interactions of system elements by generalizing the concepts of levers of the first and second kind. Within the framework 

of the concept, it is shown that the totality of dynamic states and forms of dynamic interactions of elements of a mechanical oscillatory 

system under conditions of coherent kinematic disturbances is displayed using the characteristics of a generalized lever with a modified 

metric. The results of the study can be applied in various fields of technology for a more accurate assessment of the dynamic states of 

technical objects. 

Keywords: mechanical oscillatory systems; structural mathematical modeling; gear ratios; dynamic states; lever connections. 

7



Systems Methods Technologies. A.V. Eliseev et al. The concept of a generalized lever... 2023 № 3 (59) p. 7–12 

Введение. Необходимость оценки, контроля и фор-

мирования динамических состояний технических объ-

ектов, находящихся в условиях вибрационного нагруже-

ния предопределяет разработку научно-методологиче-

ского базиса моделирования на основе междисципли-

нарных подходов, охватывающих области динамики ма-

шин, теории колебаний, теории автоматического управ-

ления, системного анализа, теории катастроф и др. [1–

3]. На начальных этапах моделирования широких клас-

сов технических объектов могут быть использованы ли-

нейные механические колебательные системы, образо-

ванные твердым телом, с конечным числом степеней 

свободы [4; 5]. Для оценки динамических состояний ме-

ханических колебательных систем значительное рас-

пространение получили структурные методы математи-

ческого моделирования [6; 7]. К существенным особен-

ностям совокупности динамических состояний отне-

сены количество резонансов, количество режимов обну-

ления амплитуд колебаний и число знакоопределенных 

форм динамических взаимодействий элементов [8]. 

Вместе с тем, концепция динамических инвариан-

тов, получившая развитие для систем с одной и двумя 

степенями свободы на основе передаточных функций, 

отражающих податливость системы, недостаточно дета-

лизирована и недостаточно наглядно отражает особен-

ности формирования динамических состояний механи-

ческих колебательных систем с тремя степенями сво-

боды, динамические состояния которых характеризу-

ются на основе представлений о рычажных связях [9]. 

Предлагаемая статья посвящена развитию представ-

лений об обобщенных динамических состояниях меха-

нических колебательных систем, образованных твер-

дым телом с тремя степенями свободы, в условиях связ-

ных кинематических нагружений, динамическое состо-

яние которого оценивается на основе передаточных 

функций, отображающих рычажные связи. 

Материалы и методы. Основные положения. По-

становка задачи. Рассматривается механическая коле-

бательная система, образованная твердым телом, уста-

новленным на упругие элементы. Предполагается, что 

твердое тело с тремя степенями свободы совершает ма-

лые установившиеся колебания относительно положе-

ния статического равновесия, вызванные внешними 

связными кинематическими синфазными гармониче-

скими возмущениями со стороны опорных поверхно-

стей. Динамическое состояние системы определяется на 

основе отношения амплитуд колебания точек твердого 

тела к амплитудам колебания точек опорных поверхно-

стей. Отношение амплитуд колебаний рассматривается 

как рычажная связь, зависящая от частоты и от связно-

сти кинематических возмущений. 

Задача заключается в разработке обобщенных пред-

ставлений, отображающих особенности рычажных вза-

имодействий, для оценки совокупности динамических 

состояний механических колебательных систем, образо-

ванных твердым телом, находящимся в условиях связ-

ных кинематических возмущений.  

Математическая модель. Механическая колеба-

тельная система (рис. 1) на основе известных методов, 

заключающихся в преобразовании Лапласа [10] си-

стемы дифференциальных уравнений Лагранжа 2-го 

рода, может быть представлена структурной схемой эк-

вивалентной в динамическом отношении системы авто-

матического управления (рис. 2).  
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Рис. 1. Механическая колебательная система
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Рис. 2. Структурная схема механической колебательной 

системы на рис. 1 

Оценка динамических состояний механической ко-

лебательной системы может быть произведена на ос-

нове передаточных функций:  
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Вместе с тем, представленные амплитудно-частот-

ные характеристики, в общем случае зависящие от ко-

эффициентов связности, отображают динамические 

особенности механических колебательных систем без 

учета специфики рычажных представлений, в частно-

сти, носят разрывный характер. В рамках структурного 

подхода произвольная амплитудно-частотная характе-

ристика передаточной функции (1) – (3) может быть ин-

терпретирована на основе представлений о рычагах. 

Рычажная интерпретация динамических состоя-

ний механических колебательных систем. Рассматри-

вается условный рычаг, образованный горизонтальной 

перекладиной и опорой в т. О (рис. 3). На рычаге вы-

браны тт. Z и H с координатами lZ и lH. Поворот рычага 
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на малый угол θ приводит к вертикальным смещениям 

тт. Z и H на величины ∆z и ∆h, для которых выполнено 

рычажное отношение:  

Z H

z h

l l


 
  . (4) 

Смещения ∆z, ∆h разных знаков отображают рычаги 

1-го рода, одинаковых — 2-го. Аналогия между ампли-

тудно-частотной характеристикой и рычагом может

быть построена на основе передаточной функции (1):
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где смещение ∆z рассматривается как условное «вход-

ное» или «ведущее», а смещение ∆h — как условное 

«выходное» или «ведомое». На основе отношений (5) 

для каждой частоты ω значению A11(ω) может быть со-

поставлено отношение плеч lH и lZ или отношение вер-

тикальных смещений ∆h и ∆z. 

Выражения (6) паре (ω, A11(ω)) при заданном значе-

нии lH = const > 0 определяют на бесконечной прямой 

точки H и Z, отношения плеч которых имеют рычажное 

отношение A11(ω). Можно принять, что нулевые значе-

ния A11(ω) переходят в бесконечные значения плеч ры-

чага, в бесконечные значения A11(ω) в нулевые lH = ∞. В 

этом случае динамические состояния резонансов, обну-

лений амплитуд колебаний, знакоопределенные формы 

динамических взаимодействий отображаются рычагами 

1-го или 2-го рода с нулевыми или бесконечными пле-

чами. Для преобразования бесконечных рычажных осо-

бенностей в конечные может быть использована проек-

ция бесконечной прямой на окружность конечного ра-

диуса (см. таблицу). 
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Рис. 3. Рычаг: а — рычаг 1-го рода; б — рычаг 2-го рода. 

1 — условное выходное смещение; 2 — условное вход-

ное смещение 

Рычаг может быть задан при условии, что lH = 

const > 0, а плечо lZ определяется по формуле: 
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Построение обобщенного рычага 
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Отображение рычага на окружность 
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Построение обобщенного рычага реализуется путем 

отображения значений амплитудно-частотной характе-

ристики, определенной на интервалах монотонности 

(см. таблицу, столбцы а, б), на точки Z c координатам lZ 

на основе рычажного отношения (6) при условии, что 

lH = const > 0 (столбец в). Интервалы точек Z рычага (таб-

лица, столбец в) проецируются на дуги окружности 

(столбец г). При рассмотрении частотного интервала (0, 

+∞) дуги объединятся в обобщенный рычаг системы 

(строка 7, столбец г). 

Результаты исследования и их обсуждение. Плос-

кая и пространственная формы обобщенных рычагов. 

Совокупности динамических состояний (рис. 4, а), соот-

ветствующих различным коэффициентам связности, об-

ладающих различными динамическими инвариантами 

[9], могут быть представлены обобщенными рычагами в 

виде объединения дуг окружности в плоской и про-

странственной формах (рис. 4, б; рис. 4, в).  

а) 

б) 

в) 

Рис. 4. Интерпретация совокупности динамических со-

стояний с помощью обобщенного рычага: а — ампли-

тудно-частотная характеристика; б — обобщенный ры-

чаг; в — представление обобщенного рычага в про-

странстве 

а) 

б) 

в) 

Рис. 5. Условная рычажная структура: а — с одним ры-

чагом; б — с двумя рычагами; в — с тремя рычагами 

Для наглядности при отображении различных ветвей 

амплитудно-частотной характеристики в одинаковые 
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точки окружности совпадающие дуги искусственно от-

далены друг от друга на небольшое расстояние. Таким 

образом, оценка динамических состояний твердого 

тела, динамические состояния которого определяются с 

помощью трех передаточных функций, могут быть 

отображены с помощью трех обобщенных рычагов. 

Представление динамических особенностей механи-

ческих колебательных систем с помощью статических 

рычажных структур. Учитывая, что амплитудно-ча-

стотная характеристика, отображающая совокупность 

динамических состояний механической колебательной 

системы, может быть интерпретирована для каждой ча-

стоты внешнего возмущения в виде рычага, а на частот-

ном интервале — в виде обобщенного рычага, можно 

высказать предположение, что динамические состояния 

механической колебательной системы могут быть отоб-

ражены посредством статической условной рычажной 

структуры, характеристики которой в виде длин плеч, 

расположения точек опоры рычагов, передаточных от-

ношений и т. д. в общем случае зависят от частот и связ-

ности внешних возмущений (рис. 5). 

В частности, совокупность динамических состояний, 

определяемая одной амплитудно-частотной характери-

стикой, может быть отображена совокупностью стати-

ческих рычажных структур, образованных одним рыча-

гом (рис. 5, а), совокупность динамических состояний 

системы, отображаемых двумя амплитудно-частотными 

характеристиками, может быть представлена системой с 

двумя рычагами (рис. 5, б). Таким образом, можно пола-

гать, что динамические состояния твердого тела, вы-

званные внешними кинематическими возмущениями 

фиксированной частоты и фиксированным характером 

связности, могут быть интерпретированы как рычажные 

отношения точек твердого тела, установленного на три 

рычага, плечи которого соединены с одной опорной по-

верхностью. 

Заключение. Оценка динамических состояний про-

водится для механической колебательной системы, об-

разованной твердым телом с тремя степенями свободы. 

Для оценки динамических состояний используются пе-

редаточные функции, представляющие собой рычажные 

отношения между амплитудами колебаний точек твер-

дого тела и точек опорной поверхности. 

Построенная рычажная интерпретация отображает 

значения амплитудно-частотных характеристик в виде 

рычагов, интервалы значений амплитудно-частотных ха-

рактеристик — в виде совокупности рычагов. Множество 

значений амплитудно-частотной характеристики на ча-

стотном диапазоне от нуля до бесконечности отобража-

ется в виде обобщенного рычага, представляющего собой 

совокупность дуг окружности. Показано, что динамиче-

ские особенности могут быть отображены с помощью 

плоских и пространственных представлений обобщен-

ных рычагов. Можно полагать, что динамические состо-

яния механических колебательных систем могут быть 

представлены с помощью условных рычажных структур. 

Показано, что обобщенные рычаги обладают формой и 

размером в зависимости от коэффициентов связности 

внешних кинематических возмущений. В рамках разви-

ваемых рычажных представлений режимы резонанса или 

обнуления амплитуд колебаний могут быть отображены 

включением в систему специфических рычагов.  

Разработанные рычажные представления позволяют 

рассматривать совокупность динамических состояний 

механических колебательных систем в виде условной 

статической рычажной структуры, для которой измене-

ние частоты и связности внешних возмущений может 

быть выражено с помощью изменения длин или точек 

опоры рычагов. 

Критерии авторства. А.В. Елисеев и Н.К. Кузнецов 

имеют равные авторские права и несут одинаковую от-
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