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КРИТЕРИЙ ПЛАСТИЧНОСТИ ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ КОНТАКТА  
ТЯЖЕЛОНАГРУЖЕННЫХ ШЕРОХОВАТЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

Определен критерий пластичности при контактировании шероховатой поверхности с упругим 
полупространством с учетом взаимного влияния неровностей. Показано, что начало пластической деформации 
отдельной неровности зависит от общего напряженно-деформированного состояния полупространства. 
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Задача отыскания критерия пластичности 

окончательно не решена. Все предложенные 
до сих пор критерии имеют ограниченную область 
применения. Наиболее близкое совпадение с 
экспериментальными данными по вдавливанию 
инденторов в упруго-пластичные среды показали 
энергетическая теория сдвиговой деформации Ми-
зеса и теория максимальных касательных напря-
жений Треска. Различие двух критериев невелико, 
поэтому целесообразно использовать критерий 
Треска из-за его алгебраической простоты. Третий 
критерий пластичности известен как критерий 
максимального приведенного напряжения. 
Критерий Треска и критерий приведенного 
напряжения образуют пределы, между которыми 
находится истинный критерий пластичности [1].  

Перечисленные выше критерии были 
исследованы в работе [2] для их применения при 
контактировании шероховатых поверхностей без 
учета взаимного влияния неровностей. Однако для 
многих соединений деталей машин характерна 
большая плотность пятен контакта, при которой 
на контактные характеристики в значительной 
мере оказывают взаимное влияние неровности. 
Поэтому вызывает практический интерес 
определение начала пластической деформации 
неровности для тяжелонагруженного контакта 
шероховатых поверхностей. 

Рассмотрим контакт жесткой шероховатой 
поверхности, а также отдельной сферической 
поверхности радиусом R и с вершиной, 
расположенной на расстоянии maxuR  от линии 
вершин шероховатой поверхности, с упруго-
пластическим полупространством в системе 
цилиндрических координат ρ, φ, z с началом в 
точке О, принадлежащей недеформированной 
поверхности полупространства. Влияние на 
характеристики контакта отдельной неровности в 

пределах круговой области ),0(1 riaW =ρ  
напряжений на остальных пятнах контакта будет 
эквивалентно влиянию равномерно распреде-
ленной нагрузки qc, действующей в кольцевой 

области ),(ρ2 Lci aaW = , причем ciL aa >> . 

Решение данной осесимметричной задачи 
представлено в работах [3–6]. Ниже приведем 
выражения, характеризующие контакт отдельной 
неровности и шероховатой поверхности 
с полупространством. 

Распределение контактного давления 
на площадке контакта 
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Упругий контакт шероховатой поверхности с 
полупространством описывается выражениями 
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Область применения выражений (1)…(9) 
ограничена критерием пластичности, 
определяющим начало пластической деформации. 

* - автор, с которым следует вести переписку 
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Схема нагружения полупространства при 
контактировании отдельной неровности 
представлена на рис. 1. 

Для определения напряженно-
деформированного состояния внутри 
полупространства используем соотношения закона 
Гука: 
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Вначале определим перемещения zu  и ru . 
Используем принцип суперпозиции перемещений 
от действия нагрузок rq  и cq : 

21 zzz uuu += . 

 

 

Рис. 1. Схема нагружения полупространства 
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Обозначая  
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где (x)E – полный эллиптический интервал 
второго рода. 

Учитывая, что  

( ) 






−π= 2
12 ;1;

2
1

,
2
1

2
xFxE , 

где 12 F – гипергеометрическая функция Гаусса,  

для перемещений 
z

u  на поверхности площадки 

контакта получим 

( )

;;1;
2

1
,

2

1
;1;

2

1
,

2

1
2

2
4

2
12212

2
0
















 ηρ−−






 ηρ−θ+

+ρ−θπ=

icc

rrz

F
a

Faaq

aqu

 

( )2

1
2

0 1
1

21 ρ−θ
µ−
µ−=

∂
∂=ε r

z
z q

z

u
; 

( ) )(1 2

1
2

0 ρ−=ρ−−=σ rirz qq . (15) 

Для радиального перемещения на площадке 
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С учетом данных [1] и выражений (10), (11) 
для поверхности площадки контакта получим 
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Используя выражения (15)…(17) для 

напряжений ,,, ϕσσσ rz  которые на площадке 

контакта являются главными, можно рассчитать 
эквивалентные напряжения и определить начало 
пластической деформации. 

Напряжения на оси z можно вычислить, 
рассмотрев элементарные кольца радиуса r1 и r2, 

на которые действуют сосредоточенные силы. 
Нагрузки на кольца равны 111 )(2 drrqr cπ  

и 222 )(2 drrqr cπ . Подставляя эти значения в 
выражения для напряжений оси сосредоточенных 
сил и интегрируя по площадям 1W  и 2W , находим 
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Рис. 2. Эквивалентные напряжения на площадке контакта и на оси z:  
а – ε = 0,05, 0=u ; б – ε = 1, 0=u ; в – ε = 1,5, 5,0=u ; г – ε = 1,5, 0=u  
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Используя полученные выражения для ком-

понент напряжений на оси z , можно определить 
эквивалентные напряжения и начало пластических 
деформаций. При этом следует учесть, что 

21 rrr σ+σ=σ  , 21 ϕϕϕ σ+σ=σ  , 21 zzz σ+σ=σ . 

На рис. 2 представлены графические зависи-
мости эквивалентного напряжения ( )ρσэ  и ( )zэσ  

на площадке контакта и на оси z, рассчитанные 
по энергетической теории сдвиговой деформации 
Мизеса для неровностей, расположенных на 
уровнях 0=u  (а, б, г) и 5,0=u  (в), при 
различных нагрузках (значениях ε ): 

( ) ( ) ( ) 2/222
rzzrэ σ−σ−σ−σ+σ−σ=σ ϕϕ . 

При малых нагрузках, когда не сказывается 
взаимное влияние неровностей, зарождение пла-
стической деформации происходит в приповерх-
ностном слое в точке raz 481,0= . С ростом 

взаимного влияния неровностей при 7,0>ε  мак-
симум эквивалентного напряжения на оси z  
в приповерхностном слое исчезает и пластические 
деформации зарождаются на краю площадки 
контакта при 1=ρ . Эквивалентные напряжения 

на краю и в центре площадки контакта можно оп-
ределить из выражений (18): 
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т.е. является постоянным. 
 
 
 
 
 

Из выражения (5) с учетом (19) определим 
предельное значение piη , при котором появляют-

ся пластические деформации на краю площадки 
контакта: 
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Соответствующее этому контурное давление 

ci
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cpi qq η=η= , 

где ciq  определяется выражением (5). 

В общем случае максимальное контактное 
давление, при котором начинается пластическая 
деформация, представляется выражением  

YYoP Kq σ= , 

где YK  – константа; Yσ  – предел текучести. 

Если без учета взаимного влияния неровно-
стей для µ = 0,3 5=YK , то при взаимном влиянии 

неровностей для 1=ε  и 0=u  34,3=YK ; 

для 5,1=ε  и 0=u  68,2=YK .  

Таким образом, начало пластической дефор-
мации отдельной неровности зависит от общего 
напряженно-деформированного состояния полу-
пространства. 
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