
I.  ПРОБЛЕМЫ МЕХАНИКИ  И  МАШИНОВЕДЕНИЯ 

 

10 
 

УДК 621.81: 621.891 
П.М. Огар* , О.В. Беляева, Ю.Н. Алпатов 

 
КОНТАКТНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЖЕСТКОЙ ШЕРОХОВАТОЙ  

ПОВЕРХНОСТИ С УПРУГИМ ПОЛУПРОСТРАНСТВОМ ЧЕРЕЗ СЛОЙ  
ВЯЗКОУПРУГОГО ПОКРЫТИЯ 

 
Рассмотрено влияние толщины вязкоупругого покрытия и времени контактирования на относи-

тельную площадь контакта. Для описания вязкоупругих процессов использованы теория наследственно-
сти Больцмана-Вольтерра и ядро интегрального уравнения Бронского-Слонимского. 

 
Ключевые слова: вязкоупругий контакт, тонкослойное покрытие, шероховатая поверхность, относи-

тельная площадь контакта. 
 
Перспективным направлением, обеспечиваю-

щим повышение эксплуатационных показателей 
уплотнений и узлов трения, является нанесение на 
их рабочие поверхности полимерных покрытий. 
Опыт эксплуатации уплотнений и узлов трения с 
такими покрытиями показывает, что их уплотни-
тельная способность и антифрикционные свойст-
ва определяются не только свойствами материала 
покрытия, но и его толщиной.  

Известные рекомендации по выбору толщины 
полимерного слоя основаны на эксперименталь-
ных данных, нередко противоречивых. Отсутст-
вие теории контактного взаимодействия шерохо-
ватых поверхностей через полимерный слой не 
позволяет разработать надежные методы прогно-
зировании характеристик трения трибосопряже-
ний и герметичности уплотнений на стадии про-
ектирования, что требует проведения дорого-
стоящих и трудоемких испытаний по определе-
нию работоспособности узлов трения и уплотне-
ний. 

Многие полимеры обладают зависящей от 
времени связью между напряжениями и деформа-
циями. Такое деформирование называют вязкоуп-
ругим. Простейшие модели вязкоупругих мате-
риалов, используемые в механике контактного 
взаимодействия, приведены в работе [1]. Они ка-
чественно правильно описывают поведение ре-
альных вязкоупругих материалов, однако количе-
ственно недостаточно воспроизводят опытные 
данные. 

Для описания вязкоупругих процессов в поли-
мерах используется теория наследственности 
Больцмана-Вольтерра [2]. Основные уравнения 
линейной вязкоупругости имеют вид: 
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где ( )tR , ( )tS  соответственно ядро и резольвента 
интегрального уравнения, между которыми суще-
ствует связь 
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На практике в качестве ( )tR  и ( )tS  выбирают 
обычно аналитические функции, содержащие 
экспериментальные параметры. Как следует из 
анализа ядер интегральных уравнений, проведен-
ного в работе [3], при необходимости большой 
точности следует использовать ядро в виде суммы 
экспотенциальных функций [4] 
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Достаточно полно описывает эксперименталь-
ные данные параметрическое ядро Колтунова 

( ) ( ) ,exp 1−βα ⋅−= tptAtR  

                    ,0>p  ,10 <α< 10 <β< ;                 (4) 

отношение модулей 
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где Г(х) – гамма функция.  
Значительно ранее ядро типа (4) было предло-

жено А.П. Бронским и Г.П. Слонимским [4]. Это 
ядро получается из (4), если в нем положить α=β: 

( ) ( ) ,exp 1−ββ ⋅−= tptAtR  ,0>p  10 <β< ; (5) 

отношение модулей 
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Уравнения (1) и (2) можно представить в виде  

                               Dt σ=ε )( ,                                (6) 

                             Εε=σ )(t ,                                  (7) 

* - автор, с которым следует вести переписку. 
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где ( )∫ ττ−+= −
t

dtRED
0

1 );1(  ( ) −ττ−−= ∫
t

dtSEE
0

)1(

линейные интегральные операторы первого по-
рядка. 

В соответствии с выражением (6) для получе-
ния реологического уравнения наследственной 
теории Больцмана-Вольтерра нужно заменить в 
законе Гука упругую постоянную соответствую-
щим оператором первого порядка. 
Параметры ядер (3), (4) и (5) можно определить, 
используя выражения Герца для внедрения жест-
кой сферы радиусом r в упругое полупространст-
во под действием силы P. Радиус площадки кон-
такта a и нормальные напряжения σz на ней 
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где µ – коэффициент Пуассона, ar <<0  – коор-

дината. 
Если в соответствии с принципом Вольтерра 

заменить упругий модуль на соответствующий 
ему оператор и предположить, что const=µ , по-

лучим 
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Учитывая, что радиус площадки контакта в на-

чальный момент 0a  определяется выражением 
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Для определения функции ( )tR  используем 
ядро Бронского-Слонимского (5) 
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где параметры ядра β,, pA  для разных материа-

лов могут быть определены исходя из данных 
таблицы 2.9 справочника [2]. 
Учитывая методику обработки опытных данных 
[2] и обозначая 011 / EEy =  при мин11 =t , 

022 / EEy =  при мин5,502 =t  и 03 / EEy ∞= , для 
постоянных выражений (6) получим  
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Для полиамида ПАМ-50-67: 0,188=p ; 

0,463=β ; 0,08=A . Для поликарбоната ПК-2: 

0,457=p ; 0,369β = ; 0,099.=A  

В работе [3] определена зависимость относи-
тельной площади контакта )(tη  для одноуровне-
вой модели шероховатости при контактировании 
шероховатой поверхности с вязкоупругим полу-
пространством. Однако представляет значитель-
ный интерес влияниие на контактные характери-
стики толщины вязкоупругого покрытия на упру-
гом полупространстве. 

Рассмотрим слоистое тело, которое состоит из 
вязкоупругого покрытия толщиной δ  с упругими 
характеристиками 1µ  и )(1 tE , и основного мате-

риала с упругими характеристиками 0µ  и 0E .  
 Ранее аналогичная задача решалась только для 
упругого покрытия с упругими характеристиками 

1µ  и constE =1 . Точное решение этой задачи при 

осесимметричном нагружении приведено в [2], 
однако оно трудоемко для инженерных расчетов. 
В работе [5] для этой цели предложено использо-
вать теорию Герца. На основе достоверных ре-
зультатов для крайних значений 0=δ  и ∞=δ  
и с использованием двухточечной аппроксимации 
Паде получено выражение для безразмерного уп-
ругогеометрического параметра, с помощью ко-
торого определяются упругая постоянная слои-
стого полупространства и все основные характе-
ристики при его осесимметричном нагружении. 

Авторами [6], [7] и [8] на основании жесткост-
ной модели определена упругая характеристика 
полупространства и полуплоскости с однослой-
ным покрытием для любых значений δ . 
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azz /=  – относительная координата; a  – радиус 
площадки нагружения полупространства герцев-

ской нагрузкой (при raa =  – радиус площадки 

контакта при внедрении сферического инденто-
ра). 

Так как значения функции (15) для 
5,0...3,0=µ i  изменяются незначительно, то с по-

грешностью менее 1 % можно принять 
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Для случая контакта гладкой жесткой сферы 

со слоистым полупространством сближение тел 
определяется выражением 
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Для радиуса контакта и максимального давле-

ния имеем 
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Используя выражения (13) и (14), для вязкоуп-

ругого покрытия получим 
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При определении iΚ  0aa =  – начальный ра-

диус площадки контакта в случае внедрения сфе-
ры в вязкоупругое покрытие. 
 При контактировании шероховатой поверхности 
с вязкоупругим покрытием для отдельной неров-
ности параметр δ можно представить в виде 
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где caδ=γ  – относительная толщина покрытия; 

2

2
0

0
c

r
i a

a
=η  – относительная площадь контакта для 

отдельной неровности при ;0=t  ca  – радиус 

площадки, приходящейся на одну неровность. 
Таким образом, для каждой контактирующей 

неровности согласно выражению (13) имеем 

         ),,()(),(),( 01,0 tFttt iiii ηγθ=ηγθ=δθ ,         (19) 

т. е. при использовании дискретной модели шеро-
ховатости, у которой вершины сферических не-

ровностей распределены по высоте, для каждой 
неровности в зависимости от i0η  будет свое зна-

чение iθ . 

Аналитическое определение относительной 
площади контакта для такой шероховатой по-
верхности требует дополнительного исследования 
и представляет отдельную задачу, так как ранее 
аналогичная задача решалась только для упругого 
слоистого полупространства [9-11]. Поэтому вна-
чале определим влияние толщины вязкоупругого 
покрытия на контактные характеристики одно-
уровневой модели шероховатости.  

Согласно данным [2] для одноуровневой мо-
дели шероховатости безразмерный силовой упру-
го-геометрический параметр 

                             
maxR

aq
F cc

q ω
θ= ,                              (20) 

где cq  – контактное давление; maxR  – максималь-

ная высота микронеровностей; ω  – относительная 
средняя высота неровностей, для одноуровневой 
модели 1=ω . 

При учете взаимного влияния неровно-
стей относительная площадь контакта η опреде-

ляется из выражения  

                        ( )[ ]ηψ−π
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η13
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где ( )[ ]η−η−η
π

=ηψη 1arcsin
2

)( 5,0 .                 (22) 

С учетом выражений (12), (20) и (21) из усло-
вия постоянства величины контактного давления 

cq  получим следующее выражение для относи-

тельной площади контакта при контактировании 
шероховатой поверхности с вязкоупругим полу-
пространством: 
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где 0η  – определяется из выражения (21) при за-

данном cq  и мгновенном модуле упругости 10E . 

При контактировании шероховатой поверхно-
сти с вязкоупругим покрытием с относительной 
толщиной γ  относительная площадь контакта 1η  

при условии постоянства cq  определяется из вы-

ражения 
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где 5,0
0
−η⋅γ=δ . 

Для 0=t , используя выражения (20) и (21), 
имеем 
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в момент времени t  аналогично получим 
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Из условия равенства контактного давления 

cq  из выражений (25) и (26) следует 
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Для демонстрации влияния толщины вязкоуп-
ругого покрытия на относительную площадь кон-
такта используем следующий алгоритм. Задаем 
значение относительной площади контакта 0η . 
Из выражений (20) – (21) определяем соответст-
вующее значение cq  при ( )0θ1 . По выражению 

(23) определяем зависимость ( )ttη  при контакти-
ровании шероховатой поверхности с вязкоупру-
гим полупространством. Из условия равенства cq  
по выражению (24) определяем относительную 
площадь контакта ( )0η1  для относительной тол-

щины покрытия γ. Затем из равенства cq  по вы-

ражению (27) определяем зависимость )(1 ttη . 
В качестве примера на рис. 1 представлены за-

висимости )(1 ttη  при 0,2η0 =  для относительной 
толщины вязкоупругого покрытия γ, равной: 5; 2; 
0,5; 0,2; 0,1; 0,05. При γ = 5 значение 

0,195)0(η1t = , что близко к 0,2η0 =  для вязкоуп-
ругого полупространства. При γ = 0,05 

( ) 0,0530η1t = , что составляет всего 26,5 % от 0η . 

Увеличение значений ( ) ( )( )0η100η 1t1t −  с ростом 
относительной толщины покрытия возрастает от 
0,023 при γ = 0,05 до 0,072 при γ = 5. 

 

 
Рис. 1. Зависимость относительной площади 
контакта от времени при разных значениях 
относительной толщины покрытия γ. 

 
На рис. 2 представлены зависимости )(1 ttη  для 

γ = 1 при разных значениях cq , обеспечивающих 

значения 0η  при контактировании шероховатой 
поверхности с вязкоупругим полупространством, 
равных: 0,2; 0,4; 0,6. В процентном отношении 
величина ( ) ( )( ) ( )0η0η100η 1t1t1t −  с ростом 0η  

уменьшается и для указанных значений 0η  со-
ставляет соответственно 38,2; 28,1 и 14 %. 

 
 

Рис. 2. Зависимость относительной площади 
контакта от времени при разных значениях η0. 
  

Таким образом, получены аналитические вы-
ражения, позволяющие оценить влияние толщины 
вязкоупругого покрытия и времени контактирова-
ния на относительную площадь контакта. 
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