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На основе подобия деформационных характеристик рассмотрено упругопластическое внедрение 
сферического индентора. Получены выражения для глубины внедрения, площади контакта и средних 
напряжений в контакте в зависимости от степени нагруженности. Применяемый подход позволяет 
учесть упрочнение материала и описать процесс упругого восстановления отпечатка. 
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Вопросы упругопластического внедрения сфе-

рического индентора постоянно находятся в цен-
тре внимания исследователей, в частности, в об-
ластях трибомеханики и поверхностного пласти-
ческого деформирования, так как они недостаточ-
но изучены, и некоторые предлагаемые решения 
требуют уточнений и усовершенствований. Осо-
бое внимание привлекают подходы, в которых 
применяется подобие деформационных характе-
ристик [1, 2, 3], а области ограниченной и разви-
той упругопластичности описываются одним вы-
ражением [2, 3, 4].  
Эксперименты показывают, что кривые раз-

грузки индентора хорошо аппроксимируются сте-
пенной функцией [4, 5] 

                  ( )m
fhhΡ −α= ,                          (1) 

где α и m – константы, 1,2 ≤ m ≤ 1,6; fh  – оста-

точная глубина отпечатка. 
Важным практическим свойством кривой уп-

ругого восстановления отпечатка при разгруже-
нии является независимость от характера распре-
деления давления под индентором [4, 5] 
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где S – упругая (контактная) жесткость; 

cRh2A π= – площадь проекции отпечатка, hc – 

глубина, вдоль которой имеется контакт, между 
образцом и индентором;  

( ) ( ) ii ΕΕ
22 11 ν−+ν−=θ  – упругая характери-

стика, определяется коэффициентами Пуассона и 
моделями упругости образца и индентора; β – 
безразмерный параметр, близкий к единице, в 
дальнейшем принимаем β=1. 
Продифференцировав выражение (1) и с уче-

том того, что ( )m
fhmaxhmaxΡ −=α , из выра-

жения (2) получим уравнение, описывающее про-
цесс упругопластического взаимодействия 
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В работе [4] в аналогичном выражении первый 

сомножитель слева равняется h , что привело к 

тому, что в приведенном примере [2], где исполь-
зовались результаты [4], значение m = 2,1, что 
несвойственно для упругого восстановления 
(диапазон значений m приведен выше). 
По данным [5]  
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где ε – константа, которая зависит от геометрии 
индентора. Для сферического индентора ε = 0,75, 
для плоского ε = 1. 
Представим выражение (4) в виде 
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тогда из (3) получим 
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Обозначим 
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откуда  
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Подставляя выражения (7) и (9) в (6), имеем 

                   

( )
03 =ε−θ−−

1,5
fh2r2

mΡ
yy .               (10) 

Для анализа выражения (10) используем подо-
бие деформационных характеристик [3] 
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где Py – критическая нагрузка, при которой начи-
нается пластическая деформация; yΡΡk =  – 

относительная нагрузка; yσ  – предел текучести; 

yh ΗDΚ σ= , HD – пластическая твердость [2, 3]. 

Согласно [3] критическая нагрузка 
 

* - автор, с которым следует вести переписку. 
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где yy pΚ δ= 0  – константа; 0p  – максимальное 

контактное давление при нагрузке Py. 
Подставляя выражения (11) и (12) в (10), полу-

чим 
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Полученное выражение характеризуется сте-
пенью нагружения k и величинами m, ε, Ky и Kh. 
Решение данного уравнения: 
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Имея решение ky  уравнения (13), находим: 
глубину внедрения индентора 
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глубину контактирующей части 
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относительное контактное давление 
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параметр α [2] 
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Анализ результатов расчета по выражениям 
(16) и (17) показал, что они абсолютно совпадают 
с аналогичными выражениями работы [3] при m = 
1,5, хотя в первом случае при решении кубиче-
ского уравнения (13) определялись корни, связан-
ные с величиной 0hh , во втором [2] – с величи-

ной ye hh . 

Преимущество подхода, использованного в 
настоящей работе, заключается также в том, что 
возможно описание процесса разгрузки при из-
вестном значении параметра m, которое может 
быть определено либо экспериментально, либо с 
применением метода конечных элементов. 

 
 

Рис. 1. Зависимость относительного средне-
го давления от относительной нагрузки 

при разных значениях hΚ . 
 

Как следует из рис. 1, параметр hΚ  может ха-

рактеризовать степень упрочнения материала. 
Определение взаимосвязи hΚ  с показателем экс-

поненты упрочнения требует дополнительных 
исследований. 
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