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ОБ ОЦЕНКЕ СВОЙСТВ РЫЧАЖНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ ГАСИТЕЛЕЙ 

 
Предлагается методика построения математических моделей для виброзащитных систем 

с рычажными динамическими гасителями колебаний. Рассматриваются особенности динами-
ческих свойств и возможности выбора параметров. 
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Введение. Вопросам теоретического обос-

нования особенностей режимов динамическо-
го гашения колебаний в задачах виброзащиты 
и виброизоляции технических объектов по-
священ ряд работ [1÷3]. В них основное вни-
мание уделяется взаимодействию массоинер-
ционного элемента (гасителя), присоединяе-
мого упругим элементом к объекту. Вместе с 
тем, многие конструктивные решения все ча-
ще ориентируются на использование эффек-
тов от сочленения твердых тел. Обычно 
встречаются сочленения в виде вращательных 
кинематических пар, а также рычажных свя-
зей, привносимых рычажными соединениями 
элементов виброзащитных  систем. Упомяну-
тая группа проблем представляет интерес для 

детализированного исследования, в рамках 
которого могли бы быть изучены возможно-
сти настроечных механизмов, учет влияния 
упругих свойств рычагов и сочленений [4]. 
Общие положения. Постановка задачи 

исследования. Рассмотрим один из наиболее 
известных вариантов построения системы с 
динамическим гасителем колебаний на основе 
применения рычага второго рода. На рис. 1 
представлена виброзащитная система  с объ-
ектом защиты массой М, рычагом с плечами 

1l  и 2l , присоединенным гасителем с массой 

m . Объект защиты через упругий элемент с 
коэффициентом жесткости k  опирается на 
вибрирующее основание; y  и 1y  – координа-
ты инерционных элементов в неподвижной 
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системе координат. Выражения для кинетиче-
ской и потенциальной энергий имеют вид: 

                        ,
2

1

2

1 2
1

2 ymyMT && +=             (1) 

 

                         2)(
2

1
П zyk −= .                (2) 

 
Введем определения параметров относи-

тельного движения 
,отн zVV &−= ),(отн1 zViV &−=  

 
                ,)(1 zzViV && −−−=                        (3) 
 

где  −= 12 / lli передаточное отношение неве-
сомого рычага. Используем уравнение Ла-
гранжа 2-го рода соотношения (1)÷(3) и полу-
чим уравнение движения системы 
 

,)1()( 2 kyimizkyymiM ++=++ &&&&  
 

что позволяет построить структурную схему 
эквивалентной в динамическом отношении 
системы автоматического управления (рис. 1). 

Передаточная функция системы может 
быть определена из структурной схемы (рис. 
1) 
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С учетом сделанных преобразований рас-
четная схема на рис. 1а может быть представ-
лена в виде, который предполагает использо-
вание элементарных типовых звеньев расши-
ренного набора виброзащитных систем (ВЗС) 
[1]. В частности, на структурной схеме (рис. 
1б) приведены элементарные звенья с переда-
точной функцией дифференцирующего звена 

2-го порядка 22
1 )( pmipW =  ( −p переменная 

Лапласа). Однако особенностью ВЗС является 
то, что внешних воздействий в системе име-
ется два. Первое внешнее воздействие – это 
вибрация со стороны основания (кинематиче-
ское воздействие). Второе – это силовое воз-
мущение, показанное на рис. 1б как звено с 

передаточной функцией 2
2 )( mippW = . Физи-

ческий смысл этого возмущения – переносная 
сила инерции, передающаяся от точки С (рис. 
1б) к точке А с учетом рычажных связей. 
Взаимодействия элементов ВЗС при двух 
возмущающих факторах создают в системе 
ряд ранее не принимавшихся во внимание ди-
намических эффектов. 
Построение математической модели с 

упругими сочленениями. Рассмотрим задачу 
в более общей постановке (рис. 2а, 2б), когда 
сочленения отсутствуют, а точки A  и 1A , B  и 

1B , C  и 1C  соединены соответственно пру-

жинами с жесткостями 21,kk  и 3k . 
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Рис. 1. Расчетная (а) и структурная (б) схемы  

виброзащитной системы с рычажным гасителем. 
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Рис. 2. Расчетные схемы рычажного гасителя с учетом  упругих свойств 

сочленений и рычага: а) учитываются упругости во всех шарнирах и упругость рычага; б) 
учитываются упругости шарниров, рычаг имеет упругость 3kk . 

 
На рис. 2а учитывается упругость обоих 

плеч рычага, а также упругости сочленений 
( )321 ,, kkk . На рис. 2б учитывается упругость 

сочленения рычага в т. А ( 1k ), упругость со-

членения рычага с основанием в т. В ( 2k ), а 

также упругость рычага (плечо 2l ) – пружина 

3k . 
Для решения задачи (рис. 2б) надо найти 

положение центра масс, полагая, что колеба-
ния  рычага в этом случае будут происходить 
относительно центра масс, а не относительно 
точки В, которая создается как шарнир при 

∞→2k  или  при 02 =− zyB . 
Найдем положение центра масс для рыча-

га. Примем в качестве отсчета  точку А.  
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Обозначим llll −+= 210 . Рычаг рассмат-

ривается как невесомый жесткий стержень. 
Используя (1)÷(3), запишем с использованием 
новых координат, что 
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Схема расположения центра масс (5) пока-

зана на рис. 3. 
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Рис. 3. Схема для определения положения 

центра масс. 
 
Переменные: 21,, yyy  и 3y  определяют че-

тыре степени  свободы движения. Введем ряд 
соотношений: 
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);( 0101 llcaa −−= .)( 0011 cllbb −+=  

 
Сделаем ряд вспомогательных выкладок, 

используя (8), и представим коэффициенты 
уравнений движения в табл. 1.  
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Таблица 1 
Значения коэффициентов уравнений движения в координатах 321 ,,, yyyy  

11a  12a  13a  14a  

1
2 kkMp ++  1k−  0 0 

21a  22a  23a  24a  
k−  2

121 akk +  112 bak  0 

31a  32a  33a  34a  
0 112 bak  123 bkk +   

41a  42a  43a  44a  

0 0 3k−  
3

2 kmp +  

1Q  2Q  3Q  4Q  

11zk  212 zak  212 zbk  0 

 
Для  построения математической модели с 

сочленениями перейдем к другой системе ко-
ординат 302110 ,,, yyyy , используя соотноше-
ния: 

,101 yyy =−  110 yyy += , ,3023 yyy =−  

          ,3023 yyy +=  02 BB yzy =− .          (9) 
 

Тогда (6) и (7) примут вид: 
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Связь между двумя системами координат 
определяется соотношением 

,2111 ybyayВ +=
,222211 ybyaybyy BB −=−=  

   
;)( 211012

2111220

ybyyaz

ybyazyzy BB

+−+=
=++=+=

       (12) 

где  ,1
1

2 aa =  .
1

1
2 a

bb =  

Развивая аналогичный подход и используя 
(8)÷(12), найдем, что 

 ,23301033032 zayybybyay B +++−=     (13) 

где ,
1

3 b
aa =  .

1

1
3 b

aa =                               (14) 

Выражения для кинетической и потенци-
альной энергий (10), (11) после преобразова-
ний  при учете (12)÷(14) примут вид: 
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В табл. 2 представлены коэффициенты 

системы уравнений движения в координатах 

30010 ,,, yyyy B . 

Таблица 2 
Значения коэффициентов уравнений движения в координатах 30010 ,,, yyyy B  

11a  12a  13a  14a  

kpmbM ++ 22
3 )(  22

3 pmb−  2
33 pbma−  2

3pmb  

21a  22a  23a  24a  
22

3 pmb−  1
22

3 kpmb +  2
33 pbma  2

3pmb  

31a  32a  33a  34a  
2

33 pbma−  2
33 pbma  2

22
3 kpma +  2

3pma  
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Продолжение таблицы 2 
 

41a  42a  43a  44a  
2

3pmb  2
3pmb  3ma  

3
2
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1Q  2Q  3Q  4Q  

1
2

233 zkpzbma +&  2
233 pzbma−  2

2
2
3 pzma−  2

2
3 zpma−  

 
Таким образом, для преобразования систем 

уравнений основными являются соотноше-
ния: 

,20 zyy BB −= 2111 ybyayB += , 

,1332 ybyay B −=  

.30103323032 yybybzayyy B ++−++=  

02 BB yzy =− . 
 
Отметим, что расчетная схема на рис. 2 

может быть трансформирована в расчетную 
схему на рис. 1а, учитывая имеющиеся соот-
ношения:  
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при этом  надо учесть, что в силу конструк-
тивных условий 10 ll = . 
В конечном итоге, используя табл. 2 и ис-

ключая координаты 30100 ,, yyyB , можно по-
лучить, что передаточная функция приобрета-
ет тот же вид 
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kpmiM

kpimi
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y
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++==      (17) 

Таким образом, выражение (17) отражает 
особенности сочленения в динамическом га-
сителе. Оно заключается в том, что вибрация, 
передаваемая через сочленение, создает два 
связанных между собой внешних воздейст-
вия: в кинематической и силовой форме. Та-
кие взаимодействия проявляются через дина-
мические особенности колебательных меха-
нических систем. Ранее в научной литературе 
в таком ракурсе динамические гасители коле-
баний не рассматривались. 
Амплитудно-частотные характеристики 

системы, соответствующие (17), приведены 
на рис. 4. 
Разность частот собственных колебаний и 

динамического гашения можно определить 
выражением: 
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Рис. 4. Амплитудно-частотные характери-
стики системы при разных соотношениях 

масс: 
кривая а – соответствует условию miM > ; 
кривая б  – соответствует miM = ; 
кривая в – соответствует miM < . 
 
Из (18) следует, что если выполняется ус-

ловие 
                            ,miM =                          (19) 

то оно является граничным. Если ,miM >  то 
ω∆  будет положительным (кривая а, рис. 4),  
то есть резонанс в системе наступает раньше, 
чем динамическое гашение. При 0→p  мо-
дуль амплитудно-частотной характеристики 
будет иметь значение 1)( =pW , а при 

:∞→p  

                     1)(
2

2

<
+

+=
miM

mimi
pW .          (20) 

Очевидно, что при miM =  амплитудно-
частотная характеристика будет иметь выро-
жденный характер, соответствующий усло-
вию 

                            1)( =pW .                      (21) 

Последнее означает, что амплитудно-
частотная характеристика превращается в 
прямую, параллельную оси абсцисс (рис. 4, 
кривая б). При условии 

                            ,miM <                          (22) 
выражение (18) имеет отрицательное значе-
ние, что соответствует ситуации, когда режим 
динамического гашения появляется на мень-
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шей частоте, чем резонанс (кривая в на рис. 
4). В этом случае при ∞→p  1)( >pW , а при 

0→p 1)( =pW . 

Заключение. Из приведенного можно сде-
лать вывод о том, что miM =  является «узло-
вым» соотношением в настройке динамиче-
ского гасителя колебаний.  
Влияние сил сопротивления, учитываемых 

как вязкое сопротивление при движении объ-
екта защиты относительно внешней среды, 
можно учесть через введение звена с переда-
точной функцией bp . Тогда передаточная 
функция (17) преобразуется к виду: 

kkppmiM

kbppimi
pW

+++
+++=

22

2

1
)(

)1(
)( .              (23) 

Введение bp  приводит к изменению ам-
плитуд колебаний при резонансе и при режи-
ме динамического гашения. Если полагать, 
что ∞→b , то  система запирается, и ампли-
тудно-частотная характеристика принимает 
вид, соответствующий случаю miM =  (пря-
мая в, рис. 4). 
При изменении в  в достаточно широких 

пределах вид амплитудно-частотных характе-
ристик будет изменяться. Отметим, что влия-
ние сил сопротивления может иметь критиче-
ское значение отдельно для числителя пере-
даточной функции (23) и для знаменателя:  
в первом случае 

                            k
imi

b =
+ )1(2

;                    (24) 

во втором случае 

                          n
miM

b =
+ )(2 2

.                  (25) 

При выполнении соотношения ,miM =
(24) и (25) совпадают, и система «запирается».  
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УДК 62-762.6; 621.22 
П.М. Огар* , А.А. Бурнин, Е.А. Ключев 

 
ТОЛЩИНА СМАЗОЧНОГО СЛОЯ УПЛОТНИТЕЛЬНОГО КОЛЬЦА КРУГЛОГО  

СЕЧЕНИЯ С УЧЕТОМ ПРЕДВАРИТЕЛЬНОГО ОБЖАТИЯ 
 
Разработана методика определения толщины смазочного слоя для эластичного кольца 

круглого сечения при возвратно -поступательном движении. При этом учтены давление и вяз-
кость рабочей среды, скорость движения, предварительное обжатие, определяющее распре-
деление контактного давления и впускную щель. 

 
Ключевые слова: уплотнение поступательного движения, кольцо круглого сечения, пред-

варительное обжатие, ширина контакта, контактное  давление, толщина масляного слоя, вели-
чина утечки. 

 
Для герметизации неподвижных и под-

вижных соединений широко применяются 
эластичные уплотнительные кольца круглого 
сечения (тороидальные прокладки), которые 
являются универсальными уплотнителями. В 

случае радиальной деформации возможна ус-
тановка колец в гнезда, выполненные на што-
ке или в цилиндре. Более удобно монтировать 
кольцо в гнезда, выполненные в штоке (рис. 

* - автор, с которым следует вести переписку. 
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