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Рассмотрено внедрение сферической неровности в упругопластическое полупространство, которое сопровождается эф-

фектами «pile-up/sink-in», т. е. выдавливанием материала вокруг неровности (образованием навала) и упругим продавливани-
ем материала. Показана эволюция исследований указанных эффектов. На основе подобия деформационных характеристик 
получены выражения для определения глубины вдавливания h и упругой части контактной глубины hc

* в зависимости от сте-
пени нагруженности. При этом учтено влияние характеристик упрочняемого материала - предела текучести σy и экспонен-
ты упрочненияn . Общая контактная глубина hc

*
  определена с учетом глубины hpile

*, образованной за счет навала. Радиальная 
граница навала определена из равенства вытесненного объема разгруженной лунки, находившегося ниже исходной поверхно-
сти, и объема навала выше исходной поверхности. Получены выражения для описания профиля навала для разгруженной лун-
ки и деформации поверхности при упругом вдавливании. Они  использованы для определения объема зазора, приходящегося на 
одну сферическую неровность шероховатой поверхности.  
 
Ключевые слова: упругопластический контакт, сферическая неровность, pile-up, sink-in, экспонента упрочнения, профиль 
деформируемой поверхности. 
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The indentation of a spherical asperity into elastic-plastic half-space which is followed by «pile-up/sink-in» effects, i.e. material 
pressing-out round the asperity (pile-up formation) and its elastic forcing through, has been discussed. The development of the stated 
effects has been demonstrated. Based on the similarity of deformation characteristics, the expressions for the determination of the in-
dentation depth h and the elastic member contact depth hc

* depending on the loading have been obtained. The compactable material 
characteristics impact has been taken into consideration: yield strength σy and strain-hardening exponent n . The total contact depth 
hpile

* formed as a result of piling-up has been estimated. The radial pile-up boundary has been estimated as an equality of the dis-
charged indentation displaced volume below the reference surface and the pile-up volume above the reference surface. The expressions 
describing the pile-up profile for the discharged indentation and the surface deformation under the elastic indentation have been ob-
tained.  They have been used to determine clearance size per one spherical asperity of rough surface. 
 
Keywords: elastic-plastic contact, spherical asperity, pile-up, sink-in, strain-hardening exponent, deformable surface profile. 
 

Создание конкурентоспособных уплотнительных 
соединений предполагает оптимальное сочетание их 
конструктивных параметров, чтобы основные требуе-
мые свойства – прочность, герметичность и долговеч-
ность обеспечивались минимальным усилием гермети-
зации, что обеспечит минимальные массогабаритные 
характеристики [1, 2]. Герметичность соединений оп-
ределяется контактными характеристиками трибосоп-
ряжений – плотностью затворов в стыке, относитель-

                                                
∗ E-mail address: ogar@brstu.ru  

ной площадью контакта, распределением пятен контак-
та по величине, возможностью их слияния [3, 4, 5, 6]. 

При определении контактных характеристик трибо-
сопряжений широко используется дискретная модель 
шероховатости, в которой микронеровности (далее не-
ровности) представлены в виде сферических сегментов, 
распределение которых по высоте соответствует опор-
ной кривой профиля. Объем зазоров в стыке определяет-
ся суммарным объемом зазоров, приходящихся на одну 
неровность, который определяется геометрией контакта 
- глубиной внедрения неровности h , контактной глуби-
ной ch  и профилем деформируемой поверхности. Если 
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для упругого контакта неровностей задача определения 
плотности зазоров решена, в том числе при взаимном 
влиянии неровностей [4, 5, 6, 7], то для упругопластиче-
ского контакта такое решение отсутствует. Целью дан-
ной работы является определение геометрии контакта 
при внедрении жесткой сферической неровности в упру-
гопластическое полупространство. 

 

 
Рис. 1. Схема эффектов «pile-up/sink-in». 

 
Внедрение сферической неровности связано с вы-

давливанием вокруг нее материала (образованием на-
вала) и продавливанием материала за счет упругой де-
формации (рис. 1). В зарубежной литературе указанные 
явления называют эффектами «pile-up/sink-in». 
Упругая область. При упругом контакте относи-

тельный радиус контакта Ra определяется из сле-
дующего выражения [8]: 
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где P  – усилие вдавливания; R  – радиус сферы; 

( )21 ν−=∗ /EE , E  и ν  соответственно модуль упру-
гости и коэффициент Пуассона. 
 Относительная величина внедрения Rh  описыва-
ется выражением: 
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Учитывая, что 22 aRRhc −−= , для hhc  имеем 
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 Из представленной зависимости (3) следует, что для 

0,4≤Ra   0,5≈
h

hc , поэтому для определения парамет-

ров при упругом контакте, вместо сферы, удобно исполь-
зовать выражение для параболоида вращения [9]: 
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Перемещение поверхности при упругом контакте 

для ar ≥ , согласно [10], определяется из выражения 














=

∗

2

2

12 ;
2

5
;

2

1
,

2

1

r

a
F

r

a

pa

Eu

m

z ,        (5) 

 

где 
2a

P
pm π

= – среднее давление на площадке контакта; 

( )xcbaF ;;,12  – гипергеометрическая функция Гаусса. 

 В случае, когда на геометрию контакта оказывает 
взаимное влияние неровностей, следует использовать 
результаты работы [7]. 
 Упругопластическая область. Первым описал по-
ведение материала в упругопластической области  
Mayer (1908 г.), который связал нагрузку P  с диамет-
ром отпечатка d  законом [11] 
 

mAdP = ,         (6) 
 

который часто представляемым в виде: 
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где 2−= mn ; m , A  и ∗A  – константы, причем ∗A  
имеет размерность напряжения. 
 Выражение в левой части представляет собой дав-
ление на площадке контакта, которое называют твер-
достью по Майеру. 

HMp
a

P
m ==

π 2 .    (8) 

 
 В дальнейшем Norbury  и Samuel  (1928 г.) впервые 
обратили внимание на эффекты «pile-up/sink-in» при 
измерении твердости по Бринеллю. Отношение вели-
чин hs , где hhs c −= , они связали со способностью 
материалов к упрочнению, т.е. со значением константы 
n  из (7) [12]. 
 Учитывая, что для широкого спектра материалов ис-
тинное напряжение при одноосной деформации описыва-
ется степенным законом 

nkε=σ ,      (9) 
 

где k  – коэффициент, ε  – пластическая деформация, 
n  – экспонента упрочнения, Matthews (1980 г.) пред-
ложил следующее выражение для 8040 ,...,Ra =  [13]: 
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 Теоретически изучая твердость по Бринеллю с по-
мощью конечно-элементного анализа Hill. с соавтора-
ми (1989 г.) предложили новый параметр 
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включающий только экспоненту упрочнения [14]. 
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 Дальнейшее развитие исследований эффектов «pile-
up/sink-in» было связано с совершенствованием метода 
измерения твердости и модуля упругости, разработан-
ного в 1992 г. Оливером и Фарром [15] и адаптирован-
ного для определения характеристик на микро- и нано-
уровне. На его основе был разработан стандарт ISO 
14577:2002 Материалы металлические. Определение 
твердости и других параметров материалов инструмен-
тальным методом вдавливания. 
 В основу метода положено выражение для контактной 
жесткости, полученное Булычевым с соавторами 
(1975 г.), впервые предложившими кинетическое инден-
тирование материалов (рис. 2) с целью определения их 
механических свойств. Согласно [16, 17], контактная же-
сткость 
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где A – площадь проекции контакта; ∗E – контактный 
модуль упругости: 
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indv , indE  и v , E – соответственно упругие свойства 

индентора и материала. 
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Рис. 2. Схема кинетического индентирования материала. 
 

В предложенном [15] методе твердость и модуль 
упругости определялись выражениями: 
 

A

P
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где 05,1≈β – корректирующий коэффициент. 

Как следует из выражений (13), особое внимание 
должно уделяться точности определения площади про-
екции отпечатка, так как пренебрежение эффектом 
«pile-up» приводит к недооцениванию площади кон-
такта до 60%. 

Дальнейшее уточнение параметра 2c происходило 
для каких-либо конкретных условий. Так, используя 
результаты конечно-элементного моделирования, Taljat 
с соавторами (1998 г.) предложили для 002,0=σ Ey , 

коэффициента трения 20,=µ  и 50,Ra =  следующее 

выражение [18]: 

( )702 35
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Alcala с соавторами (2000 г.) для 003,0...001,0=σ Ey  

получили [19]: 
 

  322 4691451274812761 n,n,n,,c
h

hc −+−== .    (15) 

 
Для внедрения сферы в жестко-пластичный мате-

риал Kucharski и  Mroz (2001 г.) предложили выра-
жение [20]: 

( )n,exp,c
h

hc 970412 −== .   (16) 

 
Как видно из выражений (10), (11), (14) – (16) пара-

метр 2c  зависит только от n , и не показано влияние 

на 2c  свойств материала yσ  и E . 

В более поздней работе [21] Taljat и Pharr уделили 
внимание более детальному изучению эффекта «pile-
up». Используя конечно-элементное моделирование 
они исследовали влияние упругой деформации в зави-
симости от соотношения yE σ , влияние относитель-

ной глубины внедрения Rh , экспоненты упрочнения 

и коэффициента трения, однако полученные результа-
ты ими не были представлены в виде, удобном для ин-
женерных расчетов.  

В этом плане отличаются работы [22, 23], в которых 
2c  представлены в виде ( )ry hncc ,,22 ε= . В работе [22] 

Lee с соавторами (2005) описывают характеристики 
упругопластического контакта полиноминальными 
функциями, полученными в результате конечно-
элементного анализа: 
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где Eyy σ=ε , Rhhr = . 
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Значения 40 коэффициентов ijka  получены для 

00400010 ,...,y =ε , 200 ,...n =  и 1200 ,...hr = . 

В результате конечно-элементного моделирования 
Hernot с соавторами (2006 г.) для сферического инден-
тирования получили [23]: 
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Вышеприведенные выражения справедливы для 

03000050 ,...,y =ε , 400 ,...n = , 400 ,...hr = . 

Метод отличающийся от двух предыдущих был пред-
ставлен Kim с соавторами (2006 г.). Было указано, что 
контактную глубину ch  можно представить сложением 

двух независимых слагаемых [24] 
 

∗∗ += pilecc hhh ,       (18) 

 

где ∗
ch – упругая контактная глубина, ∗

pileh  – глубина 

за счет пластического навала. 
 Упругие перемещения могут быть вычислены со-
гласно [15]: 

S

P
hh max
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для сферического индентора 75,0=ε . 

Величина пластического навала получена в результате ко-
нечно-элементного анализа для предела текучести 

МПа800...100=σ y , модуля упругости ГПа400...100=Е , 
коэффициента Пуассона 3,0=ν , экспоненты упрочнения 

5,0...05,0=n , коэффициента трения 2,0=µ : 
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Ранее в работе [25] высказывалось соображение о 

том, что упругие деформации и пластический «навал» 
должны описываться отдельными уравнениями или 
функциями, однако это не было реализовано. 

Заслуживает внимание работа [26], в которой пара-
метры контакта сферического индентора для 

00143,0=εy и 5,0...0=n описываются выражениями 
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Недостатком приведенных выражений является то, что 
коэффициенты ija  приведены для конкретного значе-

ния rh , в данной работе для 06,0=rh . 

Исходя из вышеприведенных данных и с учетом 
недавних работ авторов, посвященных взаимодействию 
жесткой сферы с упругопластическим полупространст-
вом [27 - 30], предлагается следующая концептуальная 
модель достижения поставленной цели. Упругопласти-
ческий контакт происходит при yPP > , где yP – кри-

тическая нагрузка, при которой начинается пластиче-
ская деформация. Степень нагруженности характеризу-
ется величиной  yPPK = . При упругопластической 

деформации всегда одновременно происходят упругое 
продавливание материала и образование пластического 
навала. В нагруженном состоянии уравнение профиля 
не контактирующей неровности вокруг площадки кон-
такта описывается уравнением ( )ruz , в разгруженном 

состоянии – ( )rup . В зависимости от степени нагру-

женности K , не контактирующая поверхность может 
находится либо ниже исходной поверхности (левая 
часть рис. 3), либо выше исходной поверхности (правая 
часть рис. 3), соответственно величина параметра 

hhc c=2  будет меньше или больше единицы. В раз-

груженном состоянии неконтактирующая поверхность 
всегда будет выше исходной поверхности. Глубина 
остаточной лунки от исходной поверхности 

0whh f −= , где 0w – упругое восстановление центра 

лунки. Высота навала в разгруженном состоянии 
hwhu ccp −+= , где cw – упругое восстановление кон-

тура лунки (отпечатка).  
Согласно данным [28, 29], процесс упругопластиче-

ского взаимодействия (рис. 2) описывается выражением 
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где 5,10 ≈= wwm – показатель степени кривой раз-

грузки  ( )m
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Согласно [15], 
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Подставляя выражение (23) в (22) и обозначая: 
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yy .     (25)
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Используя подобие деформационных характеристик 
[27, 28], имеем 

yKPP = ;    
( )

yh

y
f RK

KP
h

σ⋅π
−

=
2

1
;   (26) 

 
критическая нагрузка yP , при которой начинается пла-

стическая деформация, определяется из выражения: 
 

6

333

2
yyy K

RE

P επ
=∗ ,     (27) 

 

где yy pK σ= /0 – константа,  0p – максимальное кон-

тактное давление при нагрузке yP . 

Подставляя выражения (26) и (27) в (25) получим 
уравнение 

( )
( )

0
1

6
5,1

5,1

5,0
3 =















−
ε−−−

y

h

K

K

K

mK
yy ,   (28) 

 
свободный член, которого характеризуется безразмер-
ными величинами: степенью нагружения K  и констан-
тами для данного материала m , ε , yK  и параметром 

( )n,KK yhh ε= , который учитывает характеристики 

упрочняемого материала и определяется согласно дан-
ным [30]. 

Имея решение ky  уравнения (28), находим из (24) 

глубину внедрения сферы 
 

m

my
hh k

f /1
/2

ε−
ε−= ,     (29) 

 
и глубину упруго контактирующей части 
 

2
kfc yhh ⋅=∗ .       (30) 

 
C учетом выражений (26) и (27), 

( )
R

K

KK
h

h

yy
f ⋅

−επ
=

12

1232

.    (31) 

 
Общая глубина контактирующей части сферы 
 

( )

( )( )( )22

2232

072,8258,61079,0243,31131,01

12

1

rr

h

kyyc
c

hhnn

K

yKK

R

h
h

−++−+×

×
−επ

==

,

 (32) 

 

( )
m

my

K

KK

R

h
h k

h

yy
r ε−

ε−⋅
−επ

==
112

1 2232

.   (33) 

 
Высота навала в разгруженном состоянии 
 

ccp whhu +−= , 

 
где cw – упругое восстановление контура отпечатка. 

Согласно [10, 28], с учетом (27) и того, что 

( )2aKPp ym π= , 

( ) 2

1
2

332

2
6

−β −⋅
επ

== rr
cyyc

c hh
KKK

R

w
w ,   (34) 

где 

( ) ( ) ( )1,5,0B1,1B21 12 +β⋅+β+ββ+= +β
β eeeec

eK , (35) 

 
( )ba,B – бета-функция. 

Если процесс нагружения сферического индентора 
можно аппроксимировать выражением 

 
α

= rhA
ER

P
2

, 

 
то параметр eβ равен [31] 
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Рис. 3. Профили нагруженной и восстановленной лунки. 
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   1−α=βe . 

 
Радиус сферы восстановленной лунки 

 

cr

cccr

h

hhh

R 2

2 22 −+
=ρ=ρ ,    (36) 

где crh  – относительная глубина восстановленной лунки 

 

 cccr wwhh +−= 0 ,     (37) 

( ) 2

1
20

33
0

0 2
6

−β −⋅
επ

== rr
yy hh
KKK

R

w
w ,   (38) 

( ) ( )1,1B21 12
0 +β+ββ+= +β

β eee
eK .   (39) 

 
Исходя из анализа профилей разгруженных лунок, 

представленных в работах [21, 32, 33, 34], сделаем до-
пущение: профиль навала разгруженной лунки для 

ar >  описывается выражением 
 

( ) ( )
2















−
−

=
aa

ra
auru

p

p
pp ,  ar >   (40) 

или 

( ) ( )
2

1
1















−
−

=
p

p
p a

ra
uru , 1>r ,    (41) 

 
где arr = ,   raa pp = . 

 Значение pa  (рис. 3) находим из равенства вытес-

ненного объема разгруженной лунки, находившегося 
ниже исходной поверхности, и объема навала, находя-
щегося выше исходной поверхности: 
 

( )
( )

( )
2

222 136

1

32
11

a

uhhR

au

hRh
a pffcr

p

fcrf
p

+−
+

−
++−= . (42) 

 
Упругое перемещение ( )ruc  точек поверхности вне 

площадки контакта описывается выражением [10] 
 

( ) ( ) ( )

.,2;
2

1
,

2

1

2

3
,

2

1
B

1,1B
26

12

2
12

2

1233








 +β






 +β×

×+β+β⋅
−

+βεπ
=

−

+β

rF

hhr

KK

R

ru

ee

ee

rr

eyye
e

  (43) 

 
 Тогда профиль неконтактирующей поверхности в 
нагруженном состоянии описывается уравнением 
 

( ) ( ) ( )rururu epz += .    (44) 

 
 Объем зазора, приходящегося на одну неровность 

( ) ( )( )∫ −π=
ca

a
zii rdrrurzV 2 ,     (45) 

где ( ) 5,0π= cc Aa , cA – площадь, приходящаяся на 

одну неровность; ( )rzi  – уравнение описывающее i-ю 

неровность. 
 Учитывая функцию распределения сферических 
неровностей по высоте шероховатого слоя можно оп-
ределить плотность зазоров и относительную площадь 
контакта при внедрении жесткой шероховатой поверх-
ности в упругопластическое полупространство в зави-
симости от приложенной нагрузки и свойств материала 
полупространства. 
 С целью проверки полученных выражений были 
рассмотрены профили для разных величин внедрения  

Rhhr =  (рис. 4а), полученные в работе [21] в резуль-

тате конечно-элементного моделирования. Аналогич-
ные профили были получены (рис. 4б) с использовани-
ем выражений (18) и (20) в работе [24], полученных 
также в результате конечно-элементного анализа при  

2,0=µ . Значения коэффициента ( )nK yh ,ε  рассчиты-

вались согласно методике [30] по значениям rih  и iP  

из работы [35]. 
 

а) 

 
                         б) 

     
 
Pис. 4. Профили полупространства для разных величин вне-
дрения сферы: а) – по данным [21]; б) –  по выражению (44) 
для аналогичных значений h/R. 
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        б) 
 
 

  
Рис. 5. Профили полупространства: а) – при разных значениях коэффициента трения по данным [21]; б) – по выражению (44) для µ = 0 

Как следует из рис. 4 имеет место достаточно хо-
рошее качественное и количественное совпадение ре-
зультатов. 

С этой же целью был рассчитан профиль для 
001,0=ε y , 2,0=Rh , 0=µ  (рис. 5б) который сравни-

вался также с данными работы [21], представленными 

на рис. 5а. При этом значения 2c  были рассчитаны с 
учетом данных [23]. Относительная погрешность зна-

чений hz , при 0=µ , полученных двумя способами, 

составила около 3%. Для других значений коэффициента 
трения требуются дополнительные исследования. 
 Сравнение полученных результатов свидетельствует о 
приемлемости полученных выражений для инженерных 
расчетов профилей полупространства при внедрении 
сферической неровности, что позволяет отказаться от 
трудоемкого конечно-элементного моделирования. 
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