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На основании математического описания кинетического индентирования упругопластического полупространства сферой 

радиусом R определен показатель степени m кривой разгрузки. Показано, что значение m определяется соотношением h/R, 
где h – величина внедрения от исходной поверхности, и параметром c2 = hc/h, где hc – контактная глубина. Используя резуль-
таты конечно-элементного моделирования, параметр m представлен в виде функционала m(εy, n, h/R), зависящего от свойств 
материала: предела текучести, контактного модуля упругости, экспоненты упрочнения и относительной глубины внедрения 
h/R. Значение m = 1,5 при h/R = 0 и с ростом h/R монотонно уменьшается, на 15 % при h/R = 0,4. Полученные результаты бы-
ли использованы при расчетах упругопластического контактного взаимодействия. Проведено сравнение кривых нагрузки-
перемещения, рассчитанных для m = 1,5 и m =  m(εy, n, h/R).  
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ханика контактного взаимодействия.  
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Based on the mathematical description of an elastic-plastic half-space kinetic indentation with a sphere having radius R, the un-
loading curve index m has been determined. It has been demonstrated that the value of m is determined by the h/R ratio, where h is the 
penetration value relative to the reference surface, and by the c2 = hc/h parameter, where hc is the contact depth. Using the results of the 
finite-element modeling, the parameter m has been presented in the form of a functional m (εy, n, h/R) depending on the properties of the 
material: yield point, contact modulus of elasticity, hardening exponent and relative depth of indentation h/R. The value of m is 1.5 
when h/R=0, and when h/R rises, it is steadily decreasing by 15% when h/R=0.4. The obtained results were used to calculate the elastic-
plastic contact interaction. The comparison of the load-travel curves calculated for m=1.5 and m= m (εy, n, h/R) has been carried out. 

 
Keywords: spherical indenter, elastic-plastic contact, kinetic indentation, unloading curve, contact interaction mechanics. 

 
Вопросы контактного взаимодействия сферы с уп-

ругопластическим полупространством весьма актуаль-
ны и находят применение в областях трибомеханики, 
поверхностно-пластического деформирования, опреде-
ления механических свойств и др. Инженерные методы 
определения характеристик контакта и их развитие 
подробно изложены авторами в работе [1]. В последнее 
время для описания контактного взаимодействия сфе-
ры с упругопластическим полупространством исполь-
зуется диаграмма кинетического индентирования [1], 
для построения которой фиксируются кривые нагруз-
ки-перемещения при нагружении и разгрузке инденто-
ра (рис. 1). При этом снимаются четыре важных пара-
метра: максимальная нагрузка Pmax, максимальное пе-
ремещение hmax, контактная жесткость на начальном 
участке ветви разгружения S = dР/dh и остаточная глу-
бинна hf проникновения индентора после того, как он 
полностью разгружен. 
Максимальное контактное давление, при котором 

начинается пластическая деформация, можно предста-
вить в виде: 

yKp σ= у0 , 

где Ky – константа, σy – предел текучести. 

При использовании критерия максимального каса-

тельного напряжения Треска, когда пластические де-

формации зарождаются в приповерхностной области, 

для значения коэффициента Пуассона µ = 0,3. 
Используя соотношение теории Герца для критиче-

ской нагрузки Py и соответствующей ей деформации hy, 
в [1] получено: 

6

333

2

yyy K

ER

P επ
=

∗ ;                                 (1) 

4

222
yyy K

R

h επ
= ,                                      (2) 

где *Eyy σ=ε ; ( )2* 1 µ−= EE , E – модуль упруго-

сти; R – радиус индентора. 
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Рис. 1. Диаграмма кинетического индентирования  
 материала. 

 
Для большинства конструкционных металлов, при-

меняемых в машиностроении, 005,00005,0 K=ε y , 

следовательно,  

( ) 692 107,2107,2 −−∗ ⋅⋅= KERPy ; 

46 106.1106.1 −− ⋅⋅= KRhy . 

 
Применительно к задачам трибомеханики приве-

денные данные свидетельствуют об упругопластиче-
ском деформировании неровностей шероховатых по-
верхностей. 
При yPP >>max  ветвь нагружения можно описать 

уравнением 
α= AhP ,                                     (3) 

а ветвь разгрузки: 

( ) m
fhhBP −= ,                              (4) 

где A, B – константы; α, m – показатели степени. 
Процесс упругопластического взаимодействия опи-

сывается уравнением 

( ) ∗=−
ER

mP
hhh fc

22
* ,                            (5) 

где *
ch  – контактная глубина за счет упругого продав-

ливания, определяемая выражением [2]  

( )fc hh
m

h
S

P
hh −ε−=ε−=* ,                       (6) 

где 75,0≈ε  для сферического индентора. Для более 

точных расчетов ( )mε=ε  и определяется согласно [2]. 

Представим выражение (6) в виде 
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Тогда из (5) получим 
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Обозначим  
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Подставляя выражения (9) и (11) в (8), имеем 
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0
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Для анализа выражения (12) используем подобие 

деформационных характеристик [1] 
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Подставляя выражения (1) и (13) в (12), имеем 
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Полученное выражение характеризуется степенью 

нагружения K и безразмерными параметрами: m, ε, Ky и 
Kh. Решение данного уравнения: 
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Имея решение ky  уравнения (13), находим глубину 

внедрения индентора 
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Практический интерес для описания упругопласти-

ческого взаимодействия вызывает определение пара-
метра m. Согласно работе [3], 
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w

w
m 0= .                                       (19) 

Значение m можно определить экспериментальным 
путем, имея диаграмму кинетического индентирова-
ния, или аналитически, используя математические вы-
ражения, описывающие кривые нагружения и разгруз-
ки, и опубликованные результаты конечно-
элементного анализа для внедрения сферы в упрочняе-
мое упругопластическое полупространство. 
Допустим, что нагружение индентора описывается 

уравнением (3). В этом случае, согласно работе [1], 
распределение давления на площадке контакта радиу-
сом а описывается выражением 

 

( ) ( )( )β−β+= 2211 arprp m ,                 (20) 

 
где 1−α=β , mp  – среднее давление на площадке кон-

такта, ( )2aPpm π= . 
При повторном нагружении разгруженной лунки 

нагрузкой вида (20) величина перемещения  
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π
== β ,                                   (21) 

 

где ( ) ( )β+β+Ββ+= +β
β 1,121 12

0K ,  ( )β+β+Β 1,1  – бета 

функция.  

С учетом того, что hchc
2= , радиус площадки кон-

такта равен 
2422 hchRca −= .                         (22) 

 
Из выражения (21) с учетом (22) 
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Учитывая, что SPw = , из выражения (19) имеем 
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Следовательно, параметр m при кинетическом 
идентировании сферой не зависит от распределения 
нагрузки на площадке контакта, а зависит от параметра 
с

2 и относительной величины h/R. 
В работе [4] параметр с2 описывается полиноми-

нальными функциями, полученными в результате ко-
нечно-элементного анализа 
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где Eyy σ=ε , Rhh = . 

Значения 40 коэффициентов ijka  получены для 

004,0...001,0=ε y , 2,0...0=n  и 12,0...0=h . 

Авторы [5] в результате конечно-элементного мо-
делирования для сферического индентирования полу-
чили 

( )( ) NNNc hM
h

h
c −== 222 2 ,                     (26) 

 

где 
( )( )

( )( )yy
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nn

nn
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ε++ε++
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=
604,0110204,211

205,01174555,2845,1
, 
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y
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nn
N

ε++

+ε++
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3408,61

1,0157055,129,1
. 

 
Вышеприведенные выражения справедливы для 

03,0...0005,0=ε y , 4,0...0=n , 4,0...0=h . 

Как следует из выражений (25) и (26), параметр m 
также может быть представлен в виде функционала 
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( )hhnc
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ε−
=ε .                    (27) 

На рис. 2 показано влияние параметров εy, n, h  на 
величину m при использовании зависимости (27). 
Как следует из рис. 2, при h/R = 0 значение m = 1,5. 

С ростом h/R значение m монотонно уменьшается. При 
h/R = 0,3 уменьшение составляет до 10 %, при h/R = 0,4 
– до 15 %. Возникает вопрос –

 
как влияет уменьшение 

значения m на величину h в сравнении с постоянным 
значением m = 1,5? 
При постоянном значении m величина h определя-

ется выражением (18) после решения уравнения (14). 
При этом величина усилия P = PyK.  
В случае, когда ( )hnmm y ,,ε= , определение зави-

симости P–h затруднительно, так как m зависит от h. 
Тогда используем следующее уравнение, полученное 
из выражения (18) с учетом (13): 
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Далее используем следующий алгоритм: 

– с определенным шагом h∆  задаемся значениями 

ih ; 

– по выражениям (17), (16) и (15) последовательно 
определяем функционалы ( )iiy Khnqq ,,,ε= , 

( )iiy KhnDD ,,,ε=  и ( )iiykk KhnYY ,,,ε= ; 

– ( )iiykk KhnYY ,,,ε=  подставляем в (28); 

– при данном ih  решаем уравнение (28) относи-

тельно Ki; 
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Рис. 2. Зависимости ( )hm  при разных значениях εy, n. 

 
Как показал анализ полученных зависимостей 
hP −  для 5,1=m и ( )hnm y ,,ε  для 4,0<h , они прак-

тически совпадают (отличия составляют около 2 %), 
несмотря на снижение значений m на 15 %. Это можно 
объяснить тем, что в области ограниченной упругопла-
стичности при h , близких к yh , значения m близки к 

1,5. В области развитой упругопластичности значения 
m уменьшаются на 15 %, однако в этой области доля 
упругой деформации составляет незначительную часть 

от общей деформации, а параметр m – показатель сте-
пени кривой разгрузки – характеризует именно упру-
гую деформацию. 
Таким образом, при расчетах контактных характе-

ристик для упругопластического внедрения сферы це-
лесообразно, без особой потери точности расчетов, 
использовать постоянное значение m = 1,5. 
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