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Определен критерий пластичности при контактировании жесткой шероховатой поверхности с упругопластическим по-
лупространством. Допущено, что взаимное влияние микронеровностей эквивалентно влиянию равномерно распределенной 

нагрузки cq , действующей в кольцевой области ( )Lci aaW ,2 =ρ , причем ciL aa >> . Приведены выражения, характеризующие 
упругий контакт отдельной неровности и шероховатой поверхности с полупространством. Показано, что распределение 

давления на площадке контакта вследствие взаимного влияния неровностей имеет вид ( ) ( )β−= 22
0 1 arprp , где 5,00 ≤β< , 

0p – максимальное давление на площадке контакта. Приведены выражения для определения эквивалентного напряжения на 
площадке контакта и на оси z. Показано, что начало пластической деформации для отдельных неровностей зависит от об-
щего напряженно-деформированного состояния в области контакта. 
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Criterion of plasticity at contact  the rigid rough surface with elastic-plastic half-space was defined . Assumed that the mutual influ-

ence of the roughness equivalent to the influence of a uniformly distributed load acting in the annular area ( )Lci aaW ,2 =ρ , where 

ciL aa >> . Expressions characterizing the elastic contact the individual asperity and rough surface with the half-space are given. It is 

shown that the pressure distribution in the contact area due to the mutual influence of roughness is of the form ( ) ( )β−= 22
0 1 arprp , 

where 5,00 ≤β< , 0p  - the maximum pressure at the site of contact. Expressions are given for the determination of the equivalent 
stress at the contact area and on the axis z. It is shown that the onset of plastic deformation for individual roughness depends on the 
overall stress-strain state in the contact area. 

 
Keywords: the criterion plasticity , spherical asperity, elastic contact, mutual interference of asperities, rough surface, equivalent stress. 

 
Введение. Для многих соединений деталей машин 

характерна большая плотность пятен контакта, при 
которой на контактные характеристики в значительной 
мере оказывают взаимное влияние неровности. Поэто-
му вызывает практический интерес определение начала 
пластической деформации для единичной неровности 
при контакте жесткой шероховатой поверхности, пред-
ставленной в виде набора сферических сегментов, с 
упругопластическим полупространством. 

Без учета взаимного влияния неровностей вопрос 
был рассмотрен в работе [1], в которой были исследо-
ваны критерии энергетической теории сдвиговой де-
формации Мизеса, максимального касательного на-

пряжения Треска и критерий максимального приведен-
ного напряжения. Различия разных критериев невели-
ки, поэтому целесообразно использовать критерий 
Треска из-за его алгебраической простоты. 

Согласно критерию максимального касательного 
напряжения Треска пластическая деформация на оси Z 
соответствует эквивалентному напряжению: 

Yэкв σ=τ=σ−σ=σ max113 2 . 

При этом контактное давление максимально при: 

Yp σ= 613.10 . 
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В общем случае максимальное контактное давле-
ние, при котором начинается пластическая деформа-
ция, можно представить выражением: 

yyp Kp σ=0 , 

где yK – константа. 

Взаимное влияние неровностей на начало пластиче-
ской деформации рассматривалось в работе [2], в кото-
рой была допущена методологическая ошибка, при-
ведшая к неправильному выводу (о чем будет указано 
далее). Кроме того, было сделано допущение о «гер-
цевском» распределении давления на площадке кон-
такта. 

Целью настоящей работы является уточнение усло-
вий начала пластической деформации при взаимном 
влиянии неровностей. 
Постановка и решение задачи. Впервые взаимное 

влияние неровностей на относительную площадь кон-
такта рассматривалось  в работах [3, 4, 5]. Контакт же-
сткой отдельной сферической поверхности радиусом 
Rи с вершиной, расположенной на расстоянии maxuR  

от линии вершин шероховатой поверхности, с упруго-
пластическим полупространством рассмотрен в систе-
ме цилиндрических координат ρ , ϕ , z  с началом в 

точке O , принадлежащей недеформированной поверх-
ности полупространства. Принято допущение, что 
влияние на характеристики контакта отдельной неров-

ности в пределах круговой области ),0(1 riaW =ρ  на-

пряжений на остальных пятнах контакта будет эквива-
лентно влиянию равномерно распределенной нагрузки 

cq , действующей в кольцевой области ),(2 Lci aaW =ρ , 

причем ciL aa >> . Ниже приведем выражения, характе-

ризующие контакт отдельной неровности и шерохова-
той поверхности с полупространством. 

Распределение контактного давления на площадке 
контакта: 

22
1

22
1

2

2
1max

5.0

1,

1

)2(1
arccos

1
4

)(

rii

riic

rici

i
iri

ar

arq

a

r

a

R
rp

η−
−η−

π
+

+−
πθ

ωη=η
;  (1) 

контурное давление для отдельной неровности 
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В приведенных выражениях ciaR ,, maxω – парамет-

ры микрогеометрии; )1/( 2µ−=θ E – упругая постоян-

ная; 22 / cirii aa=η . 

Среднее mip  и максимальное давление ( )0,irip η  на 

пятне контакта: 

( )i
i

c

c

i

i

ci
mi

q

a

Rq
p ηψ

η
+

πθ
ωη

=
η

= η3

8 max
5,0

,             (4) 

( ) ( )i
c

ci

i
iri

q

a

R
p η−

π
+

πθ
ωη

=η 21arccos
4

0, max
5,0

.      (5) 

Упругий контакт шероховатой поверхности с полу-
пространством описывается выражениями: 
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Область применения выражений (1) – (9) ограниче-
на критерием пластичности, определяющим начало 
пластической деформации. 

Схема нагружения полупространства при контакти-
ровании отдельной неровности представлена на рис. 1. 

 

 

Рис.1. Схема нагружения полупространства 
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где ( )v

E
G

+
=

12
– модуль сдвига, zr σσσ ϕ ,, – радиаль-

ные, окружные и осевые напряжения; rz uu , – осевые и 
радиальные деформации. 

Вначале определим перемещения zu  и ru . Исполь-
зуем принцип суперпозиции перемещений от действия 
нагрузок rp  и cq : 

21 zzz uuu += . 

В работе [2] принято, что если распределение ( )1rpr  
незначительно отличается от герцевского, то 

( ) 22
101 /1 rrr arprp −= ,                     (11) 

где mr pp
2
3

0 = . 

Однако с достаточно большой точностью (с по-
грешностью менее 1 %) выражение (1) можно предста-
вить в виде: 
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где ( ) 10,0 −η=β irp . 

Напряжения и перемещения от нормального давле-
ния, распределенного по области 1W  поверхности по-

лупространства, могут быть найдены посредством су-
перпозиции с использованием результатов для сосре-
доточенной силы [6]. Для радиальных и осевых пере-
мещений: 
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В этом случае согласно данным работы [7] переме-
щение точек нагруженной области: 
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где ( )ba,Β  – бета-функция; ( )xcbaF ;;,12  – гипергео-

метрическая функция Гаусса. 
Компоненты деформаций на поверхности 

rurr ∂∂=ε  и rur=εϕ  можно определить из выраже-

ния (15). 
Для точек нагруженной области: 
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Используя критерий максимального касательного 
напряжения Треска, можно рассчитать эквивалентные 
напряжения на поверхности: 

( )133221max
,, σ−σσ−σσ−σ=σY .          (17) 

В работе [2] компоненты напряжений iσ  не опреде-

лялись по отношению к mp , а по отношению к перво-

му слагаемому выражения (5), которое можно предста-
вить в виде: 
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Таким образом, при определении значений относи-
тельных компонент напряжений в правой части выра-
жений оказался множитель больший единицы, что при-
вело к некорректной оценке реального напряженного 
состояния и выводу, что эквивалентные напряжения на 
поверхности превышают эквивалентные напряжения на 
оси z. 

Напряжения на оси z  можно вычислить, рассмот-
рев элементарные кольца с радиусами 1r  и 2r , и пло-

щадями 112 drrπ  и 222 drrπ . Нагрузки на кольца соответ-

ственно равны ( ) 1112 drrpr rπ  и 222 drqr cπ . 

Подставляя эти значения в выражения для напря-
жений на оси от сосредоточенных сил (13) и интегри-
руя по областям 1W  и 2W , находим: 
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На оси z  ur σ=σ , следовательно: 

( )1111 5,0 zr σ−σ=σ=σ Σϕ .                   (20) 

Аналогично находим: 
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Используя выражения (18) – (23), можно рассчитать 
относительные эквивалентные напряжения на оси z , 
используя следующий алгоритм: 

– задаемся величиной ε , характеризующей нагру-
женность жесткой шероховатой поверхности при вне-
дрении ее в упругое полупространство, и определяем 
величину qF  из уравнения (6); 

– задаемся уровнем u  расположения неровности от 
уровня вершин шероховатой поверхности и по выра-
жению (9) определяем величину iη ; 

– используя выражение (5), определяем β , входя-

щее в выражение (12); 
– определяем компоненты напряжений на оси z  от 

нагрузки ( )rp ir ,η ; 

– определяем компоненты напряжений на оси z  от 
нагрузки cq ; 

– определяем суммарные компоненты напряжений 
на оси z  от нагрузок ( )rp ir ,η  и cq : 

21 rrr σ+σ=σ  , 21 ϕϕϕ σ+σ=σ  , 21 zzz σ+σ=σ . (24) 

В области нагружения и на оси z  напряжения rσ , 

ϕσ  и zσ – главные, причем zσ=σ1 , ϕσ=σ2 , rσ=σ3 . 

На рис. 2 представлены типичные зависимости эквива-
лентных напряжений на поверхности (а), на оси z  (б) и 
на оси z  при отсутствии нагрузки cq  (в). Как следует 

из рис. 2, максимальные значения эквивалентных на-
пряжений имеют место на оси z . Согласно критерию 
максимального касательного напряжения Треска пла-
стическая деформация на оси z  соответствует эквива-
лентному напряжению: 

yэ σ=σ−σ=σ 13 . 

Результаты примеров расчетов приведены в таблице 1. 
 

 
Таблица 1 

Характеристики контакта единичных неровностей 
 

ε  u  qF  iη  β  
э

ra

z

σmax

 

э

сqra

z

σ
=

max
0

 
m

э

p

σ
 

0=

σ

сqm

э

p
 

c

m

q

q
 

y

p

σ
0  

0,05 0 2,86⋅10-5 0,05 0,5 0,477 0,48 0,909 0,909 6,64⋅103 1,65 

0,5 0 0,108 0,471 0,493 0,495 0,503 0,848 0,903 5,76 1,76 

1,0 
0 0,488 0,754 0,442 0,446 0,520 0,698 0,879 2,035 2,066 

0,5 0,488 0,392 0,48 0,412 0,523 0,690 0,898 1,396 2,146 

1,5 

0 0,948 0,88 0,37 0,464 0,539 0,58 0,841 1,63 2,354 

0,5 0,948 0,629 0,436 0,392 0,542 0,579 0,874 1,149 2,48 

1,0 0,948 0,320 0,474 0,344 0,537 0,571 0,893 0,786 2,581 
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а) 
 

 
б) 

 
в) 

 
 

Рис. 2. Эквивалентные напряжения: а) – на площадке контак-
та; б) – на оси z; в) – на оси z при 0=cq  

 
Следует отметить, что параметр ε  не является от-

носительным сближением (отношением контактной 
деформации наивысшей неровности к максимальной 
высоте неровности maxR ) при контактировании жест-

кой поверхности с упругим полупространством, как это 
принято в работах И.В. Крагельского и Н.Б. Демкина с 
учениками. Согласно теории контактирования шерохо-
ватой поверхности с полупространством с учетом вза-
имного влияния неровностей [3, 4, 5] i-я неровность 
контактирует с уже деформированным полупростран-
ством. Поэтому параметр ε , который определяет уро-
вень неровности, контактирующей в точке, может быть 
больше единицы, что невозможно, когда исходный 
уровень полупространства для каждой неровности не 
меняется. 

Данные таблицы 1 получены в предположении, что 
контакт является упругим. Условием начала пластиче-
ской деформации является выполнение равенства 

yэ σ=σmax . Поэтому практический интерес представ-

ляет вопрос определения начала пластической дефор-
мации для неровности, величина которой находится на 
расстоянии u  от уровня вершин (при каком значении 

cε  это произойдет и какое значение ( ) yiy pK ση= 0,  

этому будет соответствовать). Так как ( )εη=η ii , то 

( ) ( )0,0, ε=η pp i . Из выражений (4) и (5): 

( )
( )

( )
( )εη
εψ

+
ε
εη

⋅
π

= η

iq

i

c

m

Fq

p

3

8
,                  (25) 

( )( )
( )

( ) ( )εη−
π

+
ε
εη⋅

π

εβ+=

i
q

i

m
c

F

p
q

1arccos
24

1
5,0

.          (26) 

С другой стороны, учитывая (8): 

y
yc

q
c a

RF
q σ⋅

ε
ω

= max
.                         (27) 

Из выражений (26) и (27) следует: 

( ) ( ) ( )εη−ε+εη
β+⋅

ω
ε

⋅π=
σ

iqi

yc

m

y

FR

a

p 1arccos2

1
2 5,0

max

. (28) 

Условие начала пластической деформации предста-
вим в виде: 

( )
( ) ( ) ( )εη−ε+εη

εβ+×

×⋅π=














εσ

iqi

p
m

э

F

C
a

z

p

1arccos2

1

2
,

5,0

max ,            (29) 

где 
maxR

a
C

yc
p ω

ε
= – комплексный параметр, характери-

зующий микрогеометрию неровности и механические 
свойства материала. 

Для нахождения максимального эквивалентного 
напряжения на оси z  находим значение az , при 
котором: 

0

,

=

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
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z
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z

p
d

m

э

.                        (30) 

Полученное значение az  подставляем в выраже-
ние (29), решая которое относительно ε , находим 

ε=εc , соответствующее началу пластической дефор-
мации для неровности, вершина которой находится на 
расстоянии u  от уровня вершин. Имея значение cε и u, 
можно найти значение относительной площади контак-
та ( )uipη , при котором начинается пластическая де-

формация. Затем находим соответствующее значение 
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yK . Зависимости ( )ucε  и ( )uKy  для разных значений 

pC  представлены на рис. 3 а и рис.3 б, а на рис.3 в 

представлены зависимости ( )uipη . 

а) 

 
б) 

 
в) 

 
 

Рис. 3. Характеристики начала пластической деформации для 
неровности, расположенной на расстоянии u от уровня вер-

шин: а) – ( )ucε ; б) – ( )uKy ; в) – ipη  

 
Выводы 
1. Взаимное влияние неровностей снижает величи-

ну эквивалентных напряжений на оси z. При этом ве-

личина z/a, соответствующая максимальному эквива-
лентному напряжению, уменьшается. 

2. С ростом расстояния u от уровня вершин значе-
ния параметров cε  и ypy pK σ= 0  увеличиваются, 

причем, в зависимости от значений 5,01,0 K=pC  диа-

пазоны составляют: 7,1...0168,0=εc , 4,2...65,1=yK .  

3. Более стабильным является значение ipη , которое 

определяется параметром pC  и практически не зависит 

от уровня u . 
4. Таким образом, начало пластических деформаций 

для отдельных неровностей зависит от общего напря-
женно-деформированного состояния в области контакта. 
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