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Рассматривается нелинейное функционально-дифференциальное уравнение первого порядка с локально определенным опе-

ратором (оператором Немыцкого) в правой части, не обладающим, вообще говоря, свойством монотонности. Предлагаются 
достаточные условия разрешимости в некотором конусном отрезке краевой задачи и задачи Коши. В основе доказательства 
теорем о существовании (и единственности) решения нелинейных задач лежит редукция исходного дифференциального урав-
нения к эквивалентному в некотором смысле интегральному уравнению Гаммерштейна с монотонным вполне непрерывным 
оператором. Для таких уравнений справедливо утверждение о разрешимости и о существовании упорядоченной пары реше-
ний. Редукция к уравнению с монотонным оператором оказывается возможной, если функция Грина некоторой вспомога-
тельной линейной краевой задачи (функции Коши соответствующего линейного функционально-дифференциального уравне-
ния) сохраняет свой знак. Полученные в первой части статьи результаты применяются для исследования динамических про-
цессов, протекающих в экономике, биологии, педагогике. В частности, изучается динамика основных производственных фон-
дов на предприятии с учетом запаздывания в процессе освоения капитальных вложений. При этом предполагается, что по-
ступление инвестиций носит нелинейный характер. Исследуется также нелинейная задача из области динамики популяции, 
учитывающая временные запаздывания (модель Хатчинсона-Райта): приводятся достаточные условия существования огра-
ниченного решения функционально-дифференциальной модели. 

 
Ключевые слова: функционально-дифференциальное уравнение, математическая модель, монотонный оператор, эконо-

мика, биология. 
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In this paper, a nonlinear functional differential equation of the first order with a locally defined operator (Nemytsky’s operator) on 
the right-hand side is considered. Generally speaking, the operator doesn’t possess the property of monotonicity. The sufficient solvabil-
ity conditions at some cone segment of the boundary value problem and the Cauchy’s problem are proposed. The proof of the theorems 
on the existence (and uniqueness) of the nonlinear problems solution is based on the reduction of the initial differential equation to an 
equivalent, in some sense, Hammerstein’s integral equation with a monotone completely continuous operator. For such equations, the 
statement of solvability and the existence of the solutions ordered pair is true. The reduction to the equation with a monotone operator is 
possible if Green's function of some auxiliary linear problem (Cauchy’s function of the corresponding linear functional differential equ-
ation) retains its sign. The results obtained in the first part of the paper are used for the research of dynamic processes in Economics, 
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Biology, Pedagogics. In particular, the dynamics of the basic production assets of an enterprise taking into account the delay in the 
process of capital investment is studied. At the same time, it is assumed that the nature of the investment flow is nonlinear. The nonli-
near problem from the field of population dynamics taking into consideration time delay (the model of Hutchinson-Wright) is investi-
gated as well. The sufficient conditions for the existence of bounded solutions of a functional differential model are given. 

 
Keywords: functional differential equation, mathematical model, monotone operator, Economics, Biology. 

 
Для изучения процессов, протекающих в различных 

областях практической деятельности, широко исполь-
зуются методы математического моделирования. Дли-
тельное время средством математического описания 
динамических процессов служили обыкновенные диф-
ференциальные уравнения. Однако стремительное раз-
витие в середине XX века электротехники, механики, 
биологии, экономики, теории автоматического управ-
ления, экологии, химической технологии, иммунологии 
и других отраслей науки и техники привело к поста-
новкам таких прикладных задач, в которых требуется 
учитывать влияние на процесс его предшествующих 
состояний – «предыстории». В этом случае удовлетво-
рительной математической моделью является естест-
венное обобщение [1] дифференциального уравнения – 
функционально-дифференциальное уравнение (ФДУ). 
Теория таких уравнений стала интенсивно развиваться, 
начиная с 40-х годов прошлого века. Отметим здесь 
монографии Э. Пинни, А.Д. Мышкиса, Р. Беллмана и 
К. Кука, Л.Э. Эльсгольца и С.Б. Норкина, Дж. Хейла, 
Н.В. Азбелева, В.П. Максимова и Р.Ф. Рахматуллиной 
и обзорные статьи [2], [3]. 

Важное место в теории ФДУ занимают нелинейные 
краевые и начальные задачи. Такие задачи естественно 
возникают при моделировании реальных процессов в 
том случае, когда линейные модели дают слишком 
грубое описание или вовсе невозможны. К настоящему 
времени наиболее разработана теория нелинейных 
краевых задач для обыкновенных дифференциальных 
уравнений без отклонения аргумента (см., например, 
монографию [4], обзоры [5], [6] и имеющуюся там биб-
лиографию). Сравнительно недавно стала развиваться 
теория нелинейных задач и для ФДУ благодаря рабо-
там [7] – [10]. 

Основной вопрос в теории нелинейных краевых и 
начальных задач – это вопрос о разрешимости таких 
задач. Одним из эффективных методов доказательства 
существования решения нелинейной задачи является, 
как отмечается в обзоре [11], монотонный итеративный 
метод. В основе этого метода лежит редукция исход-
ной задачи к уравнению Axx = с монотонным опера-
тором A, определенным на некотором частично упоря-
доченном множестве. Напомним [1], что оператор A 

называется изотонным, если из 21 xx ≤ следует, что 

21 AxAx ≤ , и антитонным, если 21 AxAx ≥ . Вспо-
могательным аппаратом при таком подходе является 
метод дифференциальных неравенств (метод нижних и 
верхних решений). Распространение на ФДУ упомяну-
того метода изучения нелинейных задач потребовало 
специальных исследований условий сохранения знака 
функции Грина вспомогательных линейных краевых 
задач (функции Коши соответствующего линейного 
уравнения в случае начальной задачи). 

В предлагаемой статье доказываются утверждения о 

разрешимости квазилинейной краевой задачи для диф-
ференциального уравнения первого порядка с запазды-
вающим аргументом. Эти утверждения применяются 
для изучения динамических процессов, протекающих в 
экономике, биологии и в педагогике. 

Будем пользоваться следующими обозначениями. 
[ ]baCC ,=  – банахово пространство непрерывных 

функций [ ] Rbax →,: ; [ ]baDD ,=  – банахово про-

странство абсолютно непрерывных функций 

[ ] Rbax →,: ; [ ]baLL pp ,=  – банахово пространство 

суммируемых на [ ]ba,  со степенью ∞<≤ pp 1,  

функций [ ] Rbaz →,: ; [ ]baLL ,∞∞ =  – банахово про-

странство измеримых ограниченных в существенном 

функций [ ] Rbaz →,: . 

Будем предполагать, что во всех пространствах ес-
тественным образом введены метрика и полуупорядо-
ченность. 

Рассмотрим уравнение: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ,...,,,)(
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В уравнении (1) mkLb pk ...,,2,1, =∈ ; kh  – измери-

мые функции, ( ) tthk ≤  при почти всех 

[ ] mkbat ...,,2,1,, =∈ ; функция  f  удовлетворяет ус-
ловиям Каратеодори. 

Под решением уравнения (1) будем понимать абсо-
лютно непрерывную функцию x, удовлетворяющую 

этому уравнению при почти всех [ ]bat ,∈ . 

Обозначим [ ] { }.:, zxvLxzv ≤≤∈= ∞  
Будем говорить [1], что функция f удовлетворяет 

условию [ ]

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2 , , если суще-

ствуют такие функции ( )trk
1 ( )( )trk

2 , 

mkLrr pkk ...,,2,1,, 21 =∈ , что оператор Немыцкого (ло-

кально определенный оператор [1]) [ ] pLzvM →,:1

[ ]( )pLzvM →,:2 , определяемый равенством 
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является изотонным (антитонным). 
Без ограничения общности считаем в дальнейшем 

( ) ,01 ≥trk ( ) ....,,2,1,02 mktrk =≤  
Дополнительное условие для уравнения (1) зададим 

в виде равенства: 
, ,x R= α α ∈l                             (2) 

где RD →:l –  линейный ограниченный функционал. 
Приведем утверждения о разрешимости краевой за-

дачи (1), (2). 

Теорема 1. Пусть существуют функции ∞∈ Lzv,  

такие, что zv ≤  и выполняются неравенства: 

( )( ) ( )( ),...,,,
1

tvvtftv
mhh≤Λ                    (3) 

( )( ) ( )( ),...,,,
1

tzztftz
mhh≥Λ                      (4)

 

.zxv lll ≤≤                                 (5) 

Пусть, далее, функция  f  удовлетворяет условию 

[ ]
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k
hh kk

zvL
1

1 ,  с такими коэффициентами 

( ) mktrk ,...,1,1 = , что краевая задача 
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однозначно разрешима, и ее функция Грина ),(1 stG по-

ложительна в квадрате [ ] [ ].,, baba × Тогда существует 
решение x краевой задачи (1), (2), удовлетворяющее 
неравенствам 

zxv ≤≤ . 

Если, кроме того, функция f  удовлетворяет усло-

вию [ ]








∏

=

m

k
hh kk

zvL
1

2 ,  с такими коэффициентами 

( ) mktrk ,...,1,2 = , что краевая задача 

( )( ) ( ) ( ) ( ),2

1

2 ttxtrtx
m

k
hk k

η=+Λ ∑
=

0=xl         (6) 

однозначно разрешима, и ее функция Грина ),(2 stG  

положительна в квадрате [ ] [ ],,, baba ×  то это решение 
x единственно. 
Доказательство. Перепишем задачу (1), (2) в виде 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) =+Λ≡Λ ∑
=

m

k
hk txtrtxtx

k
1

1
1  

( )( ( ))
1

1 , ,......, , , .
mh hM t x t x t x R= = α α ∈l       (7) 

Задача (7) эквивалентна уравнению 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1 1 1, , ,..., ,
m

b

h h

a

x t G t s M s x s x s ds t= + γ∫   (8) 

где ( )1 tγ  – решение полуоднородной задачи  

( )( )1 0, .x t xΛ = = αl  

Определим оператор А равенством 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1 1 1, , ,...,
m

b

h h

a

Ax t G t s M s x s x s ds t= + γ∫ . 

Тогда уравнение (8) примет вид ,Axx= где опера-

тор СCA →:  – вполне непрерывен и изотонен. 
Покажем, что из неравенства (3) и неравенства 

xv ll ≤ следует v Av≤ . Действительно, перепишем 
неравенство (3) в виде 

( )( ) ( ) ( )( ) .,...,,
1

1
1 tvtvtMtv

mhh≤Λ
 

Отсюда 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),...,,,, 111
1∫ +≤

b

a
hh tvdssvsvsMstGtv
m

   (9)  

где )(1 tv – решение полуоднородной задачи 

( )( ) .,01 vxtx ll ==Λ  

Обозначим ( ) ( ) ( )1 1 1t t v tΘ = γ − . Тогда ( )t1Θ – не-

тривиальное решение уравнения 01 =Λ x . Так как 

функция Грина задачи 

( )( ) ( )1
1 , 0x t t xΛ =η =l  

сохраняет знак в квадрате [ ] [ ]baba ,, × , то нетриви-

альное решение уравнения 01 =Λ x  не обращается в 

нуль на [ ]ba, . Но тогда в силу неравенства xv ll ≤
имеем ( ) ( )1 1t v tγ ≥ . Следовательно, неравенство (9) 

принимает вид 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1 1 1, , ,...,
m

b

h h

a

v t G t s M s v s v s ds t≤ + γ∫  

или Avv ≤ . Неравенство Azz ≥  показывается ана-
логично. Таким образом, оператор А переводит множе-

ство [ ]zv,  в себя. Следовательно, на основании прин-

ципа Шаудера существует неподвижная точка операто-
ра А, которая является решением задачи (1), (2), причем 

[ ]zvx ,∈ . 
Доказательство единственности решения задачи (1), 

(2) основано на редукции исходной задачи к уравне-
нию с антитонным оператором. 

Другие достаточные условия существования реше-
ния краевой задачи (1), (2) приведены в следующей 
теореме. 

Теорема 2. Пусть существуют функции ∞∈ Lzv,  
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такие, что zv ≤  и выполняются неравенства 

( )( ) ( ) ( )( ),...,,,
1

tztztftv
mhh≤Λ  

( )( ) ( ) ( )( ),...,,,
1

tvtvtftz
mhh≥Λ  

.zxv lll ≤≤  

Пусть, далее, функция f удовлетворяет условию 

[ ]








∏

=

m

k
hh kk

zvL
1

2 ,  с такими коэффициентами  

( ) mktrk ,...,1,2 = , что краевая задача (6) однозначно раз-

решима, и ее функция Грина ),(2 stG положительна в 

квадрате [ ] [ ].,, baba × Тогда существует решение x за-
дачи (1), (2), удовлетворяющее неравенствам 

zxv ≤≤ . 

Доказательство теоремы 2 проводится по той же 
схеме, что и доказательство теоремы 1 и основано на 
редукции задачи (1), (2) к уравнению с антитонным 
оператором. 
Замечание 1. При доказательстве теорем 1 и 2 су-

щественным является вопрос о знакоопределенности 
функции Грина соответствующей линейной краевой 
задачи (функции Коши ),( stC линейного уравнения в 

случае краевого условия )(axx =l ). Установлению 

эффективных признаков знакопостоянства функции 
Грина и функции Коши посвящены работы [12], [13]. 
Замечание 2. В случае если функция 

( ) ( )muuuutf ...,,,, 1=
 обладает свойством монотонно-

сти по u, из теорем 1 и 2 вытекает ряд следствий. Спра-
ведливо, например, 

следствие 1. Пусть существуют функции ∞∈ Lzv,  

такие, что zv ≤  и выполняются неравенства (3)-(5). 

Пусть функция ),( utf  не убывает по 

( ),...,,, 1 muuuu =  краевая задача 0,1 ==Λ xx lη одно-

значно разрешима, и ее функция Грина положительна в 

квадрате [ ] [ ].,, baba × Тогда существует решение x 

краевой задачи (1), (2). 

Если, кроме того, функция ),( utf  удовлетворяет 

условию [ ]








∏

=

m

k
hh kk

zvL
1

2 ,  с такими коэффициентами 

( ) mktrk ,...,1,2 = , что краевая задача (6) однозначно раз-
решима, и ее функция Грина положительна в квадрате 

[ ] [ ]baba ,, × . Тогда это решение x единственно в ко-

нусном отрезке [ ]zv, . 
Рассмотренная динамическая модель, с одной сто-

роны, представляет собой конкретную реализацию аб-
страктных ФДУ. С другой стороны, она охватывает 
достаточно широкий класс моделей, возникающих при 
исследовании реальных процессов с учетом эффекта 
последействия (запаздывания). Рассмотрим несколько 
таких моделей из экономики, биологии, педагогики, 

используя результаты, полученные при исследовании 
задачи (1), (2). 
Модель конкурентной борьбы. При оценке ры-

ночной ситуации в условиях кризиса с периодом (за-
паздыванием) 0>τ  часто используется модель Лотки-

Вольтерры (см., например, [14]).  
Пусть ( )txm  – общее число фирм, действующих в 

данном сегменте рынка в данный момент времени, а 
)(tx  – число фирм, находящихся в предбанкротном 

состоянии, так что ( ))()( txtxm − – число фирм, кото-

рые могут быть охвачены кризисом в текущий момент 
времени. 

Учитывая запаздывание из-за развития кризиса, 
уравнение, описывающее динамику разорения фирм, 
можно записать в виде: 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]0, ,x t t x t cx t t a b+ µ − − τ = ∈&  ,       (10) 

где µ – вероятность разорения фирм, находящихся в 
предкризисном состоянии в единицу времени; с – темп 
выхода фирм, находящихся в предбанкротном состоя-
нии, из кризиса. 

Рассмотрим нелинейное обобщение уравнения (10)  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),x t x t t x t f t x tΛ ≡ + µ = − τ&        (11) 

с условием 

( ) ,x x a R= = α α ∈l .                       (12) 

Полагая ( ) ( )0, , const 0,v t z t= = γ γ − > получим 

утверждение о разрешимости задачи (11), (12). 

Теорема 3. Пусть функция ),( utf  не убывает по u 

и ( ) ( ) ( )1
,0 0, , .f t t f t= µ ≤ γ

γ
 Тогда существует реше-

ние x краевой задачи (11), (12), удовлетворяющее нера-

венствам 0 x≤ ≤ γ . 

Если, кроме того, функция ),( utf  удовлетворяет 

условию [ ]2 0,L γ , то это решение x единственно. 

Модель динамики основных производственных 
фондов на предприятии. Всюду ниже рассматриваем 

уравнение (1) на полуоси [ )∞,0 , дополнительно пред-

полагая при этом, что уравнение (1) разрешимо на ка-

ждом конечном отрезке [ ] [ )∞⊂ ,0,0 b . 
Приведем еще один пример использования уравне-

ния (1) в качестве математической модели экономиче-
ской динамики. 

Важным компонентом сферы материального произ-
водства (производственной сферы) является создание и 
реконструкция основных производственных фондов 
(ОПФ) – здания, сооружения, дороги, заводы, оборудо-
вание и т. д. – то есть все, что способно в течение мно-
гих лет использоваться в процессе экономической дея-
тельности. Вследствие амортизации ОПФ со временем 
приходится обновлять. При этом важно учитывать неиз-
бежную задержку τ во времени от момента выделения 
средств на эти цели к моменту введения новых ОПФ. 
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Эта задержка возникает по ряду причин. К примеру, из-
за высокой стоимости фондов не всегда удается сразу 
выделить на эти цели нужную сумму, поэтому предпри-
ятие вынуждено накапливать эту сумму. И даже при 
наличии необходимой суммы требуется время на мон-
таж оборудования, его наладку и пуск в эксплуатацию. 

В литературе (см., например, [9]) наиболее часто 
встречается вариант моделирования запаздывания в 
процессе освоения капитальных вложений, предпола-
гающий наличие промежутка времени τ, по прошест-
вии которого капиталовложения превращаются в ос-
новные фонды. В этом варианте моделирования обнов-
ления фондов математическая модель прироста ОПФ в 
непрерывном времени описывается следующим диф-
ференциальным уравнением: 

( ) ( ) ( ) ,K t I t K t= − τ − µ&                        (13) 

где K(t) – объем ОПФ в текущий момент времени; I – 
инвестиции в развитие; τ – промежуток времени, по 
истечении которого происходит прирост ОПФ; µ – ко-
эффициент амортизации. 

Пусть в уравнении (13) поступление инвестиций 
носит нелинейный характер, например, 

( ) sin ( ) .I t K t− τ = − τ  Тогда уравнение (13) перепи-
шется в следующем виде: 

( ) ( ) sin ( ).K t K t K t+ µ = − τ&                    (14) 

Полученное уравнение (14) является частным слу-
чаем уравнения (1), поэтому его исследование прове-
дем, используя теорему 1.  

Рассмотрим задачу Коши: 

( )( ) ( ) ( ) sin ( ), [0, ),K t K t K t K t tΛ ≡ + µ = − τ ∈ ∞&   (15)
 

(0) .K = α                                 (16) 

В качестве функций v и z выбираем ,1,0 ≡≡ zv  то-

гда функция ( )uKsin  удовлетворяет условию [ ]1,01L  

с коэффициентом ( ) 11 =tr . 

Справедливость неравенства ( ) ( ) ( )sinv t v tΛ ≤ − τ  

очевидна. Неравенство ( )( ) ( )sinz t z tΛ ≥ − τ  выполня-

ется при sin1.µ ≥  

Таким образом, справедлива 
теорема 4. Пусть функция Коши C(t, s) уравнения 

1( ) ( ) ( ) ( ),K t K t K t t+ µ + − τ = η&               (17) 

положительна в области ( ){ }∞<≤≤=∆ tsst 0:, , и 

выполняются неравенства 0 1, sin1≤ α ≤ µ ≥ . 

Тогда существует решение K задачи (15), (16), 
удовлетворяющее неравенствам .10 ≤≤ K  

Для доказательства теоремы 4 достаточно прове-
рить выполнение условий теоремы 1. 

Таким образом, можно утверждать, что динамика 
ОПФ представляет собой интегральную кривую, за-
ключенную между v ≡ 0 и z ≡ 1. 

Замечание 3. Условия знакопостоянства функции 
Коши уравнения (17) приведены, например, в работе [13]. 
Модель динамики процесса обучения. В работе 

[15] приведена математическая модель с запаздывани-
ем («с памятью») динамики процесса обучения 

( ) ( ) ( ) [ ),,0,3 ∞∈=−+ ttbTtKxtx&             (18)  

где )(tx  – количественная характеристика усвоенной в 

процессе обучения информации; )(tb  – количествен-

ная характеристика входной информации; K – индиви-
дуальный коэффициент восприятия информации; T3 – 
индивидуальное время запаздывания в восприятии ин-
формации. 

В работе [15] отмечается, что коэффициент K носит 
характер логарифмической зависимости от объема на-
капливаемых знаний x. Тогда уравнение (18) принима-
ет вид: 

( ) ( ) ( ) ( )21
( )( ) ln ,x t x t a x t c x t b t Λ ≡ + + − τ − τ = τ

&    (19) 

где a, c – const, причем a > 0, c > 0; [ )∞∈ ,0t . 

Начальное условие запишем в виде: 

(0) , .x R= α α ∈                           (20) 

Исследование задачи (19), (20) можно проводить, 
используя приведенные выше результаты. Отметим, в 
частности, что если выполнено неравенство 

( )2 1,a x t c+ − τ >  то к задаче (19), (20) применимо 

следствие 1. 
Модель динамики популяции (модель Хатчин-

сона-Райта). Рассмотрим уравнение Хатчинсона-
Райта [16]: 

[ )( )
( ) 1 ( ) , 0 , 0 , 0, .

x t
x t x t t

K

− τ = µ − µ > τ > ∈ ∞ 
 

&  (21) 

Здесь )(tx – численность популяции в текущий мо-

мент времени t; K – максимально возможная стацио-
нарная численность популяции. Переходя к безразмер-
ным единицам, перепишем уравнение (21) в виде: 

( ) ( ) ( ) ( )x t x t x t x t
K

µ− µ = − − τ&                  (22) 

и сформулируем утверждение о разрешимости уравне-
ния (22) с начальным условием: 

(0)x = α .                                (23) 

Теорема 5. Пусть выполнены неравенства 
1

1, , 0 1, 1.Kµ < ≤ < ε < ε ≤ α ≤
ε

 Тогда задача (22), (23) 

имеет решение x, удовлетворяющее неравенствам 
1.xε ≤ ≤  

Для доказательства теоремы 4 достаточно прове-
рить условия теоремы 2. 

Рассмотренными примерами моделей динамиче-
ских процессов не исчерпываются разнообразные 
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приложения ФДУ (1). Давно известно, что дифферен-
циальные уравнения, используемые в качестве моде-
лей, обладают большой универсальностью. С другой 
стороны, многочисленность процессов, описываемых 
ФДУ, не может не повлиять на развитие теории таких 
уравнений. 
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