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ПРОБЛЕМА УСТОЙЧИВОСТИ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОЛРЯДКА 

 
В статье даны условия устойчивости и неустойчивости исследуемой функции, а также условия колебательно-

сти дифференциальных уравнений. Эти условия опираются на определении числа отрицательных собственных зна-

чений системы дифференциальных уравнений. 
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Рассмотрим колебания сплошной среды, опи-

сываемые уравнением 
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где 0 0, , , ,ij ja a α α λ  - вещественные постоянные. 

Автомодельное движение представим в форме  
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Такие выражения описывают так называемые 

плоские волны, когда любая фазовая поверхность 

x C= , где C  – постоянная ( ( , )C ∈ −∞ +∞ ), пред-

ставляет семейство плоскостей в пространстве 

переменных 1, , nx xK , которые перемещаются в 

зависимости от изменения времени t . 

Вычислим вторые производные искомого ав-

томодельного движения по времени и независи-

мым переменным. Имеем 
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Тогда оператор второго порядка, присутст-

вующий в уравнении (1), на автомодельном дви-

жении принимает вид 
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Далее предполагаем 0γ ≠ . Приведем  

уравнение (2) к виду 
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Заметим, что уравнение (3) является однород-

ным уравнением Шредингера '' ( )Hy y V x y= − + Рас-

смотрим краевые задачи 

'' [ ( ) ] 0, (0) ( ), '(0) '( )u p x u u u u u+ + λ = = ω = ω ;   (4) 

'' [ ( ) ] 0, (0) ( ),

'(0) '( ).

v p x v v v

v v

+ + µ = = − ω
= − ω

                         (5) 

Известно, что при 0λ ≤ λ  решения уравнения 

'' [ ( ) ] 0u p x u+ + λ =  неколебательные, при 0λ > λ  - 

колебательные, причем при 0λ = λ  уравнение 

имеет единственное нормированное периодиче-

ское решение, не обращающееся в нуль. 

Таким образом, если 0 0λ ≥ , то решения урав-

нения '' ( ) 0u p x u+ =  неколебательные. 

Если известно, в какую зону попадает 0λ = , т. 

е. известно число отрицательных собственных 

значений задач (4), (5), то становится известным, 

к какой зоне устойчивости или неустойчивости 

принадлежит функция ( )p x . Если же нет отрица-

тельных собственных значений ( 0 0λ = ), то ре-

шения уравнения '' ( ) 0u p x u+ =  неколебательные. 

Пусть 0 1, , , ,nϕ ϕ ϕK K  – полная система функ-

ций, удовлетворяющая краевым условиям (4), 

1 2, , , ,nψ ψ ψK K– полная система функций, удов-

летворяющих краевым условиям (5). Матрицу 

квадратичной формы 
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Рассмотрим последовательности 

                        1 21, ( ), ( ), , ( ),kA A A∆ ∆ ∆K K ;              (6) 

                      1 21, ( ), ( ), , ( ),kB B B∆ ∆ ∆K K ;                (7) 

где ()∆  - определители квадратичных матриц. 

* - автор, с которым следует вести переписку. 
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Теорема. Для того, чтобы функция ( )p x  при-

надлежала зоне устойчивости с номером (2 1)k −  

(или 2k ), необходимо и достаточно, чтобы число 

перемен знака в последовательности (6) было 

равно (2 1)k − , а в последовательности (7) – 2k  

(соответственно в последовательности (6) – 

(2 1)k + , в последовательности (7) – 2k ). 

Теорема дает условия устойчивости для диф-

ференциальных уравнений второго порядка (1). 
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