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РЕШЕНИЕ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ  ЗАДАЧ ТЕРМИНАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
 МЕТОДОМ ТОЧЕЧНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ 

 
Предлагается решение экстремальных задач терминального управления методом точечных представлений ко-

торый был дополнен граничными соотношениями, вытекающими из связи, существующей между точечно-

векторными изображениями одной и той же функции, ассоциированными с (смежными) чебышевскими сетками I и II 

рода. 

 
Ключевые слова: метод точных представлений на смежных чебышевских сетках, точечное моделирование, ме-

тод изображающих векторов 

 

 

Пусть рассматриваемый динамический объект с 

импульсной переходной характеристикой ИПХ 
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вполне  управляем. Связь «вход-выход» для такого 

объекта кроме классических представлений: 

0
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t

gx t g t U X p W p U p= η η η = ⋅∫ Ґ  

может быть задана и в форме точечных представ-

лений, ассоциированных со смежными чебышев-

скими N-сетками, заданными на [0,T]. 

В частности, будем иметь: 
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где g(Z) - теплицева матрица N×N с элементным 

вектором 1)( eZg , совпадающим с точечным изо-

бражающим вектором TIg  ИПХ ( )g t , ассоцииро-

ванным с чебышевской N-сеткой I рода 
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Теплицева матрица * ( ) ( )gW Z N N×  возникает из 

ПФ ( )gW p  (1) динамического объекта следующим 

образом [1]. 

С помощью инверсного преобразования ком-

плексной переменной 
1

p =
λ

 ПФ ( )gW p  динамиче-

ского объекта преобразуется в инверсную функцию 

комплексной переменной 
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При этом для устойчивого объекта правая полу-

плоскость Re 0p ≥  плоскости p - область аналитич-

ности функции ( )gW p , преобразуется в правую же 

полуплоскость Re 0λ ≥  плоскости λ  которая ока-

зывается областью аналитичности инверсной 

функции * ( )gW λ . 

Дробно – линейное преобразование 
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отображает полуплоскость Re 0λ ≥ −  в единичный 

круг 1z ≤  комплексной плоскости z. 

Таким образом, функция комплексной перемен-

ной z 
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оказывается аналитической в единичном круге и, 

следовательно, представима в нём рядом Тейлора 

при z=0: 
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Множества таких функций и их представлений в 

виде степенных рядов как алгебраические структу-

ры порождают важные изоморфные и гомоморф-

ные отображения. Эти алгебраические взаимодей-

ствия подробно изучены в [1]. В частности, уста-

новлено, что заменой в (3) комплексного перемен-

ного z на каноническую матрицу ( )Z N N× , в силу 

её нильпотентности порядка N, осуществляется го-

моморфное отображение алгебры функций, анали-

тических в круге 1z ≤ , на алгебру теплицевых 

матриц ( )N N×  (P – матриц) с элементными N – 

векторами, составленными из первых N коэффици-

ентов степенных разложений вида (3) [1,2]. 

Таким образом, 
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Определение компонент этого элементного N – 

вектора матрицы (4), т. е. N первых коэффициентов 

в разложении (2), подробно рассмотрено в [1], в ча-

стности, для случая ПФ ( )gW p  дробно – рациональ-

ного вида (1). 

Сравнивая между собой точечные представле-

ния в (2), приходим к матричному равенству 
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а умножением на N – вектор 1e  получаем равенство 

для элементных  векторов этих теплицевых мат-

риц: 
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Эти формулы выражают заключительный этап 

процедуры обращения преобразования Лапласа 

методом точечных представлений [1]. Соответст-

вующие равенства будем иметь и для инверсных 

элементных N – векторов: 
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С учётом этих равенств, конечное состояние x(T) 

объекта, в котором он окажется в момент t=T в ре-

зультате воздействия управлением ( ) IT
TIU t U→ , 

определится формулой  

0 0
1 * 1 *

1
0

( ) ( , )

2 ( ( ) , ) 2 ( , ( ) )

2(( ) ( ) , ) 2( ,( ) ( ( ) )

€€2 ( , ) 2( ,( ) )                                                     

TII N

TI N TI N

N g TI N TI N g N

TI TI TI N gTI

xT x e

g ZU e U g Z e

E Z W ZU e U E Z W Z e

U g U E Z W

+

− + − +

+ −

= =

 λ = λ = = + = + ⋅  

= λ = + ⋅       

(6)

изображения €TIg  ИПХ ( )g t динамического объекта, 

связанного с инверсным вектором €
gTIW  соотноше-

нием (5). Пусть рассматриваемый динамический 

объект вполне управляем. Поставим следующую 

задачу.  В математической формулировке речь пой-

дёт о двух типах указанной экстремальной задачи, 

в зависимости от выбранного класса допустимых 

управлений. 

Первый тип таких задач связан с ограничением 

на гельдеровскую норму вектора TIU : определить 

управление TIU  с, заданное на [0,T], с ограниченной 

сверху гельдеровской нормой 
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и доставляющее максимум функционалу (6). 

Такой вектор 
( )N

TI pU ∈l будем называть опти-

мальным вектором управления первого типа (с ог-

раничением на гельдеровские нормы). 

Что касается показателя 1p ≥  в выражении 

нормы, то, как уже отмечалось, рассматривают 

обычно частные случаи 1,2p = и ∞ и соответст-

вующие нормы: 
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Второй тип экстремальной задачи, практически, 

пожалуй, более важной связан с ограничением на 

управление иного вида, а именно: рассматривается 

класс управлений, как кусочно – непрерывных 

функций времени, ограниченных по модулю во 

всём промежутке [0,T]. Для всякой функции U(t) из 

этого класса выполняется условие 

                [ ]0( ) ;         0,U t U t T≤ ∈                                 (8) 

 Очевидно, все координаты точечно – векторно-

го изображения всякой такой функции, т.е. коорди-

наты N – вектора 
( ) ( ) ( )
1( ) ( ),... ( ),... ( )IT N N N

TI NU t U Colon U t U t U tν → =   (9) 

также будут ограничены по модулю величиной U0. 

Будем иметь систему неравенств: 

           ( )
0( )     ( 1, ),NU t U Nν ≤ ν =                                  (10) 

эквивалентную условию (8) в смысле основной 

идеи метода точечных представлений. 

Геометрически, неравенства (10) в пространстве 

с системой координат вектора (9) описывают ги-

перкуб с длиной рёбер 2U0. Это – гиперкуб управ-

ления. 

Ограничение вида (8) может быть названо огра-

ничением по амплитуде. Ограниченные по ампли-

туде функции могут быть и кусочно – постоянные в 

промежутке [0,T]. 

В частности, отметим вариант, когда функция 

U(t) с ограничением по амплитуде в каждом из η  

интервалов, на которые каким–то образом может 

быть разбит промежуток [0,T], последовательно 

принимая значения 0U± , как бы переключаясь по 

интервально с краевого значения одного знака на 

такое же значение другого знака, поэтому такие 

функции называют функциями переключений. 

Это свойство переносится и на соответствующие 

точечно – векторные изображения (9) кусочно–

постоянных функций U(t): N координат этих векто-
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ров разбиваются на конечные подмножества в со-

ответствии с поинтервальным разбиением проме-

жутка [0,T]; все координаты каждого такого под-

множества последовательно принимают только 

крайние значения  0U± . 

Описанные кусочно–постоянныефункции управ-

ления называют обычно релейными управления-

ми. 

Множество функций релейного типа, опреде-

лённых на [0,T], пространства, конечно, не образу-

ют, но являются некоторым подмножеством  в 

функциональном пространстве (0, )L T∞  с нор-

мой U
∞

,т.к. 

0
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U U t U t U
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= = =  

а соответствующие точечные N – векторы образуют 

подмножество в ( )N
∞l , т.к., в этом случае, 
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N
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Таким образом, указанные модули для функций 

релейного типа могут рассматриваться в роли 

норм, а неравенства (8) и (10), следовательно, в ро-

ли ограничений на эти нормы. 

Сформируем теперь и вторую экстремальную 

задачу терминального управления. Найти такой 

точечный N – вектор управления TIU  (9) с ограни-

чениями на координаты в виде неравенств (10), ко-

торый доставляет максимум функционалу (6).  

Допустимый N – вектор TIU , решающий эту за-

дачу, будем называть оптимальным вектором ре-

лейного типа. 

Прежде чем решать поставленные задачи отме-

тим одно 

Утверждение 1 

Допустимый N – вектор управления TIU  может 

быть оптимальным лишь тогда, когда ограничения 

на его нормы в виде нестрогих неравенств стано-

вятся равенствами. 

По логике вещей, это утверждение совершенно 

естественно. Дело в том, что величина всякой нор-

мы вектора управления определяет его возможно-

сти по выводу объекта на максимально возможный 

уровень его конечного состояния x(T). Чем больше 

норма, тем больше максимально возможное значе-

ние x(T). Поэтому выбор максимально возможного 

в условиях задачи значения нормы вектора управ-

ления TIU  т.к. замена неравенств для нормы равен-

ствами – необходимое условие оптимальности век-

тора TIU . 

Приступим к решению поставленных задач. 

Утверждение 2 

Оптимальный точечный N – вектор управления 
0
TIU  первого типа (с ограничением на ( )N

pl  - норму) 

имеет представление: 
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есть гельдеровская ( )N
pl  - норма инверсного векто-

ра €TIg , совпадающая с такой же нормой векторного 

изображения TIg  ИПХ ( ) (0, )pg t L T∈ . 

Доказательство. 

Максимальное значение функционала (6), как 

скалярного произведения N – векторов TIU  и €TIg , 

достигается, когда эти векторы совпадают по на-

правлению. Поэтому оптимальный точечный век-

тор управления TIU  следует искать в виде 
0 €TI TIU g= λ ⋅  с вещественным положительным мно-

жителем λ , подлежащим определению. По условию 

задачи, для  
( )N
pl  - нормы TI p

U  должно выпол-

няться неравенство (7), которое, согласно Утвер-

ждению 1, для оптимального вектора 0
TIU  заменя-

ется равенством, поэтому будем иметь: 
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Таким образом, искомый оптимальный вектор 

управления 0
TIU  получает представление 
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максимальное значение 0
1max( )x T функционала (6) 

будет равно 
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есть квадраты совпадающих эвклидовых норм век-

торов €TIg и TIg . 

Утверждение 3 

Оптимальный точечный N – вектор управления 
0
TIU  релейного типа с ( )N

∞l  - нормой, ограниченной 

величиной 0U , имеет представление: 

[ ]0
0 1 1 ,...  ,....  .TI N NU U Colon Sign g Sign g Sign g− += ⋅ ν  
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Он доставляет функционалу (6) максимум, рав-

ный 
0
2max 0 0 0 01 1

€( ) 2 2 ,TI TIx T U g U g= λ ⋅ ⋅ = λ ⋅ ⋅  

где  

- 11 1
1 1

€ ,
N

N N

TI K TI
k

g g g g
+

= =
= = =∑ ∑ν

ν
 

одинаковые ( )
1
N

l  - нормы векторов €TIg  и TIg . 

Доказательство. 

Максимально возможное значение функционалу 

0 €( ) 2 ( , ),TI TIx T U g= λ ⋅  

как скалярному произведению N – векторов TIU  и 

€TIg , может доставить точечный вектор управления 

TIU  релейного типа с фиксированным значением 

своей ( )N
∞l  - нормы лишь тогда, когда его координа-

ты будут совпадать по знаку с соответствующими 

координатами вектора €TIg . Геометрически это оз-

начает расположение векторов в одном ортанте N – 

мерного пространства (угол между ними окажется 

меньше 
2

π
), что гарантирует положительность их 

скалярного произведения. 

Таким образом, оптимальный точечный N – век-

тор управления TIU  следует искать в виде 

[ ]0
1 - 1 1€ ,.... ,... ,TI N TI N N NU g Colon g g gν ν+= Λ ⋅ = λ λ λ  (11) 

т.е. в виде линейного преобразования, осуществ-

ляемого диагональной матрицей 

[ ]1,... ,....N Ndiag νΛ = λ λ λ  

с вещественными положительными компонентами. 

Определим их из условия ограниченности ( )N
∞l - 

нормы вектора TIU , в соответствии с условиями 

рассматриваемой экстремальной задачи. 

Ограниченность ( )N
∞l - нормы точечного N – век-

тора управления 
( ) ( ) ( )
1( ),... ( ),..... ( )N N N

TI NU Colon U t U t U tν =    

релейного типа означает выполнение N покомпо-

нентных неравенств вида (10) и для искомого оп-

тимального N – вектора (11), следовательно можем 

написать: 
( )

- 1 0( )         ( 1, )N
NU t g U Nν ν ν+= λ ≤ ν =  

В силу Утверждения 1 для оптимального векто-

ра неравенства переходят в равенства 

- 1 0;     1,Ng U Nν ν+λ ⋅ = ∀ν =  

из которых и следуют представления для νλ : 

0

- 1

;          ( 1, )
N

U
N

gν
ν+

λ = ν =  

Подставляя в (11), будем иметь для оптималь-

ного вектора 0
TIU  релейного типа 

[ ]

0 1 1
0 0 0

1 1

0 1 1

,.... ,....

 ,...  ,....  

N N
TI

N N

N N

g g g
U Colon U U U

g g g

U Colon Sign g Sign g Sign g

−ν+

−ν+

−ν+

 
= ⋅ ⋅ ⋅ = 

  

= ⋅

 (12) 

т.к. 

- 11
1

- 11

                                                

1   0
                ( 1,N)

1   0

                                                

NN
N

NN

gg
Sign g

gg
ν+−ν+

−ν+
ν+−ν+

+ >
= = ν =− <

(12) и есть доказываемое представление. 

Для максимального значения функционала (6) 

получим: 
0 0
2max 0 0

2
0 - 1

1

2
1

0 0 0 0 1
1 11

0 0 1

€ € €( ) 2 ( , ) 2 (  , )

2

2 2

2 .

TI TI N TI TI

N

N

N N
N

N

N

TI

x T U g g g

g

g
U U g

g

U g

ν ν+
ν=

−ν+
−ν+

ν= ν=−ν+

= λ ⋅ = λ ⋅ Λ =

= λ ⋅ λ =

= λ ⋅ ⋅ = λ ⋅ ⋅ =

= λ ⋅ ⋅

∑

∑ ∑
 (13) 

Один иллюстрированный пример. Рассмотрим 

простейший динамический объект с ПФ  

1
( )gW p

p
=

+ α
 

и ИПХ 
t( ) ; (0, )g t e t−α= ∈ ∞  

Промежуток времени (0,T], на котором будем 

рассматривать все задачи, определим как реальное 

время переходного процесса, получая 

3
3T

T
α = ⇒ α =  

и, следовательно, рассматривая ИПХ ( )g t  как 

функцию переменной ( ]; 0,1
t

T
τ = τ ∈ : 

( ]3( ) ( ) ;    0,1g t g T e e−αΤτ − τ= ⋅ τ = = τ∈  

Точечный изображающий N – вектор этой функ-

ции, ассоциированный с чебышевской N – сеткой I 

рода 

( ) 2 1
      ( 1, )

2
N

k

k
k N

N

−τ = =  

имеет явное представление: 

 

[ ]
( )( ) ( )

1

1

33 3

,... ,...

,... ,...
NN N

k N

TI k Ng Colon g g g

Colon е e e− τ− τ − τ

= =

 =
 

 

Экспонента 3e− τ , как монотонно убывающая на 

[0,1] функция, вполне информативно может быть 

представлена точечным изображающим N – векто-

ром при сравнительно небольших N. 

Положим N=6, тогда компоненты вектора TIg  

явно определятся как величина: 

( )
2 1 2 1 2 1

3 33 2 12 4         ( (1,6))
N

k

k k k

N
kg e e e e k

− − −− ⋅ − ⋅ −− τ= = = = =
Эти величины приближённо могут быть найдены 

непосредственно по ПФ 
1

( )gW p
p

=
+ α

, используя 

разработанную методику обращения преобразова-

ния Лапласа, описанную в [1]. 

В частности для рассматриваемой простейшей 

ПФ найдено 
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1

( ) 0

0 0

11
( )      ( 1, )

1 1

k

N
K kg g T k N

−
 − αλ

= τ ≈ = + αλ + αλ 
. 

При 3 и  6T Nα = =  получим  

0

3 1

2 2 4

T

N N
αλ = α ⋅ = =  и, следовательно, окажет-

ся 
1

4 3
    ( 1,6)

5 5

k

kg k
−

 ≈ ⋅ = 
 

. 

Таблица 1 дает представление о точности при-

ближённой формулы  

Можно видеть, что относительная погрешность 

более высокая для первых k, не превышает 2,5%. 

Итак, точечный вектор TIg  при принятых значени-

ях параметров имеет представление 

[ ]
1 2 1 11

4 4 4
1,... ,... ,... ,...

k

TI k Ng Colon g g g Colon е e e
−− − − 

= =  
 

. 

 Он является и элементным вектором теплице-

вой матрицы g(Z)(6×6): 

 

1

2 1

6
1

1 2 1

2 1

. . .
( )

.

. .

k
K

k k

N k

g

g g

g Z g Z
g g g

g g g g

−

=

 
 
 
 

= ⋅ = = 
 
 
 
  

∑

M O O

K K

 

1/4

3/4 1/4

2 1
3/4 1/44

2 1
11/4 3/4 1/44

. . .

. .

k

k

e

е e

е е e

е е е e

−

− −

−− − −

−−− − −

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

K

M O

K K

 

Для инверсного точечного вектора €TIg , очевид-

ным образом, получим: 
11 13 2 1

4 4 4€ ( ) ,... ,...TI Ng g Z e Colon e e е

− ν− − −+  
= ⋅ =  

 
 

6
pl  - нормы векторов TIg  и €TIg  одинаковы и пред-

ставляются формулой: 
1

2 16
4

1

11
11 1 36

4 2 4

1 2

€

1

1

k pp

TI TIp p
k

k ppp p

p
k

g g e

е
e e e

e

−−

=

− −− − −

−=

 
= = = 

 

    −  = = 
     − 

∑

∑

 

При частных значениях p=1, 2 и ∞  будем иметь: 
1 3
4

11
2

1
1 6 2
4

12

1

4

1 1 0,0498
0,779 1,88;               а)

1 0,6065
1

1
0,779 1,257 0,979;              б)

1

0,779.                                                       в

TI

TI

TI

е
g e

e

е
g e

e

g e

−−

−

−−

−

−

∞

− −= = ⋅ =
−

−

 −= = ⋅ = − 

= = )














(14) 

 Оптимальное управление 0 0( ) IT
TIU t U→  из 6

pl  

ограничена по норме величиной  pK   и, следова-

тельно, получает вид: 
11 13 2 1

0 4 4 4€ ,... ,...p p
TIp TI

TI TIp p

K K
U g Colon e e е

g g

− ν
− − − 

= ⋅ = ⋅  
 

 Это управление, «разгоняя объект» по кривой 
0( )x t , за время Т выводит его на максимально воз-

можный уровень, равный 
2

0 2
max. 0 0( ) 2 2 0.958TI p

p p
TI TIp p

g K
x T K

g g
= λ ⋅ = λ ⋅ ⋅ (15) 

При этом точечный изображающий вектор TIIpX  

функции [ ]0( ) 0,x t t T∈  (кривой «разгона»), ассо-

циированный с чебышевской сеткой II рода, опре-

делится по точечной модели объекта формулой 

(13): 

0 0
0 0 €( ) 2 ( ) 2 ( )II pT

p TIIp TIp TI
TI p

K
x t X g Z U g Z g

g
→ = λ ⋅ = λ ⋅ ⋅

Поставляя в (15) численные значения (14) 6
pl  - 

норм при указанных частных значениях показателя 

p, получим 

0
max.1 0 1 0 1 0 1

1

2

0 2
max.2 0 2 0 2 0 22

2

0
max. 0 0 0

0,958 0,958
( ) 2 2 2 0.509;       a)

1,88

( ) 2 2 2 0,979;        б)

0,958 0,958
( ) 2 2 2 1,229;     в)

0,775

TI

TI

TI
TI

TI

x T K K K
g

g
x T K K g K

g

x T K K K
g∞ ∞ ∞ ∞

∞

= λ ⋅ = λ ⋅ = λ ⋅ 


= λ ⋅ = λ ⋅ = λ ⋅ 


= λ ⋅ = λ ⋅ = λ ⋅



(16) 

Если постоянную pK , ограничивающую pl  - 

нормы управления, принять равной K – одинаковой 

для всех p = 1, 2 и ∞ , то из всех максимумов (16) 

наибольшим окажется 0
max( )X T ∞ , соответствующий 

значению p = ∞ . 

Это связано с тем фактом, что из всех векторов 

управления 0
TIPU  вектор 0

TIU ∞  имеет наибольшую 

максимальную координату, равную  

k 1 2 3 4 5 6 
2 1

4

k

e
−

−
 0,7790 0,4724 0,2865 0,1718 0,1054 0,064 

1
4 3

5 5

k −
 ⋅ 
 

 0,8 0,48 0,288 0,1728 0,1037 0,062 

Таблица 1  
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1

4

TI

K
e K K

g

−∞
∞

∞

⋅ = = . 

Можно видеть также, что коэффициент  

02 p

TI p

K

g
λ   в представлении для вектора TIIPX  при 

сделанных предположениях окажется наибольшим 

при p = ∞ .  

В силу положительности ИПХ в данном примере 

[ ]{ }3( ) ; 0,tg t e t T−= ∈ , более простая ситуация скла-

дывается при оптимальном управлении релейного 

типа. В этом случае, точечный изображающий век-

тор управления, согласно Утверждению 3, получает 

представление 

 

[ ]0
0 01,...1,...1 1TI TU U Colon U= = ,                         (17) 

т.к.  
13 2

4
1 7 1    ( 1,6)Nsigng signg sign e

− ν−

−ν+ −ν

 
= = = ν = 

 
. 

Это управление доставляет максимум конечно-

му значению кривой «разгона» [ ]0( ); 0,x t t T∈ , кото-

рый согласно утверждению 3, будет равен 
2 16

0 4
2max 0 0 0 0 0 01

1

€( ) 2 2 2 1,88
k

TI
k

x t U g U e U
−−

=
= λ = λ ⋅ = λ ⋅∑ . 

Очевидно, оптимальное управление 0( )U t , как 

функция времени, соответствующая точечному 

изображению (17) окажется ступенчатой функци-

ей: 0 0( ) 1( )  [0, ]U t U t t T= ⋅ ∈ , поэтому кривая «разго-

на» [ ]0( ); 0,x t t T∈  будет отличаться от переходной 

характеристики  

0

0

( ) ( )
t

h t g d= ξ ξ∫  

лишь масштабным множителем 0U . 

Действительно в нашем случае  

0 0

0

3

1
( ) ( ) (1 )

(1 ) (1 )
3

t
t

T

h t h T e d e

T T
e e

T

−αξ −α

−α τ − τ

= τ = ξ = − =
α

= − = −
α

∫
, 

т.к.  02 12

T T

N
= λ =  то 04

3

T = λ  и окончательно полу-

чим 
0 0 3( ) ( ) 4 (1 )    ( [0,1])h t h T e− τ= τ = ⋅ − τ∈  

и, следовательно, окажется  
0 0 3 0

0 0 0( ) ( ) 4 (1 ) ( )    ( [0,1])x t U h t U e x T− τ= = ⋅λ − = τ τ∈
точечное изображение 0

TIIX  кривой 0( )x t , опреде-

ляемое по точечной модели связи «вход-выход», в 

нашем случае получаем представление: 

0 0
0

1

4

3 1

4 4

0 0 2 1 3 1

4 4 4

11 2 1 3 1

4 4 4 4

1

4

2 1

4

0 0
1

2 16
4

1

2 ( )

1

1

2
1

1

2

TII TI

k

k

k

X g Z U

e

e e

U

e e e

e e e e

e

eU

e

−

− −

−− − −

−− − − −

−

ν−−

ν=

ν−−

ν=

= λ ⋅ =

 
 

  
  
  
  = λ ⋅ =  
  
  
  
   

  

 
 
 
 
 
 = λ
 
 
 
 
 
 

∑

∑

M O O M

L
M

M O M O O

L L

M

M

 

т.е. k-ая координата вектора 0
TIIX  приближенно 

представится в виде 
2 1

0 (6) 0 4
0 0

1

( ) 2     ( 1,6)
6

k

k

k
x t x T U e k

ν−−

ν=

 = = λ = 
 

∑% % . 

Точные значения этих величин, определяемые 

как ординаты функции 0( )x t  в узлах сетки 

(6)     ( 1,6)
6k

k
kτ = = будут равны 

0 (6) 0 2
0 0( ) 4 (1 )    ( 1,6)

6

k

k

k
x t x T U e k

− = = ⋅λ − = 
 

. 

Сравним между собой численные значения ве-

личин  
0 (6)

2

0 0

( )
(1 )

4

k
kx t

e
U

−
= −

⋅λ
 и 

2 10 (6)
4

10 0

( ) 1

4 2

k
kx t

e
U

ν−−

ν=
=

λ ∑
%

 

при всех 1,6k = .Результаты расчетов представлены 

в таблице2. Можно видеть, что относительная по-

грешность приближенных значений не превышает 

1,5%. В заключении отметим следующий факт. Оп-

тимальное управление релейного типа, а в нашем 

случае это управление 0
TIU  (17), которое, как уже  

отмечалось, принадлежит 6
∞l , поэтому оно, как и 

управление 0
TIU ∞  обладает указанными экстре-

мальными свойствами в отношении кривой 0( )x t , 

причем более сильными, чем управление 0
TIU ∞ . Де-

ло в том, что если управление 0
TIU ∞  имеет лишь од-

ну наибольшую координату, равную K, то управле-

ние 0
TIU  (17) имеет все координаты равные этой ве-

личине. 
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Кроме описанного частного случая экстремаль-

ной задачи терминального управления устойчивы-

ми динамическими объектами были рассмотрены и 

решены более сложные (общие) случаи оптималь-

ного управления релейного типа, а также решена 

задача о максимальном быстродействии. 
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k 1 2 3 4 5 6 

2(1 )
k

e
−

−  0,3937 0,6321 0,7769 0,8647 0.918 0,9502 

2 1

4

1

1

2

k

e
ν−−

ν=
∑  0,3895 0,6257 0,7689 0,8546 0,9075 0,9395 

Таблица 2  


