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О ЕДИНСТВЕННОСТИ ГОЛОМОРФНОГО РЕШЕНИЯ 

 
В статье даны условия, при которых системы уравнений в частных производных 

имеют семейство голоморфных решений. Полученные результаты позволяют решить 
ряд вопросов из теории обыкновенных дифференциальных уравнений. 
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А.М. Ляпунов [1] указал случай, когда 
некоторая система уравнений в частных 
производных, не удовлетворяющая усло-
виям Коши-Ковалевской, имеет единст-
венное голоморфное решение. 

Рассмотрим систему уравнений 
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Предположим, что функции ,s jX Z  

разлагаются в ряды по целым положи-
тельным степеням величин  
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1 11 1

1 1

( ,..., , ,..., )
1 1

2

( ) ,kn k n

n k

i i

s

nm nm m n n m
s n k

m n

X

P t x x z z
+ ≥∑ ∑

=

= ⋅∑ L L  

1 11 1

1 1

( ,..., , ,..., )
1 1

2

( ) ,

1, , ; 1, , ;

kn k n

n k

i i

j

nm nm m n n m
j n k

m n

Z

Q t x x z z

s n j k

+ ≥∑ ∑

=

⋅

= =

∑ L L

K K

 
сходящихся при 0 0| | , | | , 0i ix z z z t≤ ≤ > . 

Здесь и далее через ,s jm n  будем обо-

значать целые положительные числа, че-
рез 0 0 0( ), ,x z cτ  – некоторые положитель-

ные величины. 
Предположим далее, что функции 
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заданы при 0t ≥ , вещественны, непре-
рывны и ограничены. 

Через , 1,...,s s nλ =  обозначим харак-

теристичные числа системы 
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через 1,..., kµ µ  – характеристичные числа 
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Теорема. Если: 1) 0, 1,...,s s nλ > = ; 2) 

, 1,...,σ σµ = λ σ = β ; 3) системы (3) и(4) 

правильные, то существует группа функ-
ций 1 1( ,..., , , ,..., ) ( 1,..., )j nz x x t c c j kβ = , 

каждая из которых зависит от β  произ-
вольных постоянных, обладающая свой-
ствами: 

1) Функции jz  разлагаются в ряды 
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= =∑ , сходящиеся при 

0| | ( ) 0, [0, )sx x t t≤ ≠ ∈ +∞ , 

0| | , 1,..., ; 1,...,c c s nσ ≤ = σ = β . 

* - автор, с которым следует вести переписку. 
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Функции ( )m
jz  являются однородными 

формами степени m  относительно 
xx n,...,1 , коэффициенты которых суть 

функции t и одновременно полиномы от-
носительно cc β,...,1 . 

2) Функции ),...,,,,...,( 1 1 cctxxz nj β  

удовлетворяют системе (1). 
Замечание. Если функции (2) периоди-

ческие одного периода, то коэффициенты 
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– почти периодические функции. 
Рассмотрим далее систему с постоян-

ными вещественными коэффициентами 
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Пусть ZX js ,  – аналитические функ-

ции  в окрестности нулевых значений  
аргументов. 

Через λλ n,...,1  обозначим числа мат-

рицы pP sl= , nls ,...,1, = , через µµ л,...,1  

– собственные числа матрицы 

kjiqQ ji ,...,1,, == . 

Систему (5) не особыми линейными 
преобразованиями над искомыми функ-
циями и независимыми переменными 
можно привести к виду 
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,,...,1 kj =   000 =ε=δ . 
Из теоремы 1 следует теорема 2. 

Теорема2. Если 1) nss ,...,1,0Re =>λ ; 

2) β≤γµ=λ γγ , , то существует группа 

функций kjzzxxz knj s
,...,1,),...,,,...,( 11 = , 

обладающая свойствами: 
1) Функция z j  разлагается в сходя-

щийся ряд 
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где z m
j

)(  суть формы степени  относи-

тельно xx n,...,1 , коэффициенты которых 
являются полиномами относитель-
но xcc 11 ln,,..., β . 

2) Функции z j  удовлетворяют системе 

(6). 
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µ=λ σσ , β=σ ,...,1 ; 2) 

0,,...,1,11 =εβ=σδ=ε β−σ−σ ; 3) 

β≤= jir ji ,,0 , то коэффициенты форм 

z m
j

)(  в (6) являются полиномами лишь от-

носительно cc β,...,1 . 

При помощи теорем 1 и 2 можно ре-
шить ряд задач из теории обыкновенных 
дифференциальных уравнений. 

Рассмотрим систему 
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Функции 
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заданы  при ]1,0(∈z , вещественны, не-
прерывны и ограничены. Положим  
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Теорема 3. Если 0>λσ  при β≤σ сис-
тема (3) правильная, то система (8) имеет 
семейство решений, представимое в фор-
ме рядов 
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линомами относительно ln z. Применяя в 
этом случае теорему 2 к системе 
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получим, что уравнения (8) имеют семей-
ство решений, представимое в форме ря-
дов 
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сходящихся при β=σ≤≤ σ ,...,1,, 00 cczz ,  

где 1, ,..., )( )m m m
sL zβ%  –  полиномы по степе-

ням ln z , а ( ) zz n
x i

i

i λ= ln  выбраны так, 

что они являются решением системы. 
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Заметим, что полученные здесь ре-
зультаты для систем обыкновенных диф-
ференциальных уравнений являются бо-
лее общими, чем ранее полученные ре-
зультаты.  
 
Работа выполнена при финансовой под-
держке РФФИ (пр. № 07-07-00104). 
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