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РЕШЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ДИНАМИКИ МЕХАНИЧЕСКОЙ 
ТРАНСМИССИИ БУЛЬДОЗЕРА С УЧЕТОМ ДИССИПАТИВНЫХ СИЛ 

 
Приведено решение разработанной математической модели динамики трансмиссии 

трактора при бульдозировании с учетом диссипативных сил методом Рунге-Кутта 
второго порядка. Приведен способ реализации данного метода с помощью разрабо-
танной компьютерной программы GYDROTRANS  в среде Delphi.  

 
Ключевые слова: многомассовая крутильно-колебательная динамическая модель, 

бульдозер, трансмиссионная система, упругие и демпфирующие свойства элементов 
трансмиссии, компьютерная программа GYDROTRANS. 

 

Наибольшую опасность для прочности 
и надежности трансмиссий представляют 
колебательные процессы при приближе-
нии к резонансному состоянию. Поэтому 
основная задача динамического исследо-
вания заключается в определении собст-
венных (свободных) частот колебаний, 
которые могут возбуждаться в колеба-
тельной системе под действием началь-
ного толчка, и сравнении их с частотами 
внешних и внутренних возбуждающих 
сил.  

Для проведения теоретических иссле-
дований и анализа внутренней динамики 
бульдозера разработана приведенная 
многомассовая крутильно-колебательная 
динамическая модель трансмиссионной 
системы с учетом упругих и демпфи-
рующих свойств элементов трансмиссии, 
грунта, ведущих участков гусениц, дета-
лей навесного оборудования, особенно-
стей процесса буксования при бульдози-
ровании (рис. 1). 

 

 

На основе известного уравнения Ла-
гранжа 2-го рода разработана  математи-
ческая  модель динамики трансмиссии 
трактора при бульдозировании с учетом 
диссипативных сил и принятых допуще-
ний в виде системы дифференциальных 
уравнений: 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

)1(

/

0

0

2
1,1

1,1

43344334

3223322333

32233223

2112211222

2112

211211





























−=ϕ−ϕ+

+ϕ−ϕ+ϕ⋅

=ϕ−ϕ+ϕ−ϕ+
+ϕ−ϕ−ϕ−ϕ−ϕ⋅

=ϕ−ϕ+ϕ−ϕ+
+ϕ−ϕ−ϕ−ϕ−ϕ⋅

=ϕ−ϕ+
+ϕ−ϕ+ϕ⋅

−−

−−

ТРГnnnn

nnnnnn

Д

itrPC

bJ

Cb

CbJ

Cb

CbJ

tMC

bJ

&&&&

KKKKKKKKKKKKKK

&&

&&&&

&&

&&&&

&&&&

 

где  b  – коэффициенты демпфирования;
C  – коэффициенты жесткости.  

*  – автор, с которым следует вести переписку 
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Рис. 1. Расчетная цепная динамическая модель механической трансмиссии экспе-
риментального трактора ТП-4Э для I – IV передач. 

 

Перейдем к другой системе координат, 
в которой роль обобщенных координат 
выполняют углы закручивания участков 
валопровода между массами, определяе-
мые относительными угловыми отклоне-
ниями масс: 

1+ϕ−ϕ=α nnn  , 

где n  =1, 2, 3, 4…20 – для механиче-
ской трансмиссии,  n  =1, 2, 3, 4…16 – 
для гидромеханической трансмиссии. 

В относительных угловых отклонени-
ях исключено общее вращение валопро-
вода, одинаковое для всех масс валопро-
вода, уменьшено число степеней свободы 
динамической системы и, соответствен-
но, число уравнений колебаний валопро-
вода. Умножим первое уравнение (1) на 
J2, второе на J1 и вычтем последнее из 
первого. Затем третье уравнение, умно-
женное на J2, вычтем из второго, умно-
женного на J3, и так далее. После преоб-
разований получим систему дифференци-
альных уравнений крутильных колебаний 
в относительных угловых отклонениях 
масс [1, 2, 3]: 
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где 1α , …, nα  – угловые  отклонения  

дисков на эквивалентной схеме транс-
миссии. 

Введем обозначения для коэффици-
ентов системы: 
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где m может принимать значения от 1 до 
n, и перепишем систему (2), используя 
эти обозначения: 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

)3(

.

;

;

;

5,14,

2,11,

6,115,1

24,13,1

12,121,11

326225124

3232221212

216115

2131121























α⋅+α⋅+

+α⋅+α⋅=α

α⋅+α⋅

+α⋅+α⋅+

+α⋅+α⋅=α
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

α⋅+α⋅+α⋅+
+α⋅+α⋅+α⋅=α

α⋅+α⋅+
+α⋅+α⋅=α

−

−

−−−

−−−

−−−−−

nnnn

nnnnn

nnnn

nnnn

nnnnn

kk

kk

kk

kk

kk

kkk

kkk

kk

kk

&&

&&

&&

&

&&

&&&

&&

&&

&&

 

 
Сводим систему из n линейных диф-

ференциальных уравнений 2-го порядка к 
системе из 2n линейных дифференциаль-
ных уравнений 1-го порядка, вводя новые 
переменные nnn 221 ,...,, ααα ++ : 
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Для решения полученной системы 
уравнений используем метод Рунге-Кутта 
как наиболее эффективный для решения 
задач такого рода – явный, достаточно 
экономичный и энергетически согласо-
ванный с физической сущностью задачи.  

Запишем расчетные формулы метода 
Рунге-Кутта для решения дифференци-
ального уравнения ( )yxfy ,=′

 
при на-

чальном условии ( ) .00 yxy =
 

Используем рекуррентное условие  
)(, 111 +++ =+= iiii xyyhxx . Здесь h – 

значение шага по времени, iy  – прибли-

женное значение y  в точке ix . 

Вычисление приближенного значения 

1iy +  в следующей точке  1i ix x h+ = +  про-

изводится по формулам  для пересчета 
значения y  в точке 1ix +  через значения 

y  в точке ix : 

( )iiii yxhfyy ,1 +=+ ,

( ) ( )[ ]111 ,,
2 +++ ++= iiiiii yxfyxf
h

yy
. 

Расчетные формулы для решения сис-
темы уравнений методом Рунге-Кутта 
аналогичны приведенным формулам для 
решения одного уравнения. Отличие со-
стоит в том, что вместо скалярных вели-
чин используем векторы и матрицы. 

Исходная приведенная система урав-
нений будет иметь вид yAy ⋅=′ , 

где 1 2 1 2 2( , ,..., , , ,..., )n n n ny + += α α α α α α  – 

вектор неизвестных, A  – матрица систе-
мы (для механической трансмиссии – 
квадратная матрица 40-го порядка, для 
гидромеханической – 32-го порядка): 
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Для того, чтобы проанализировать по-
ведение 1α , 2α , …,  приближенно реша-

ем систему уравнений и находим значе-
ния 1α , 2α , … для последовательных 

моментов времени, с шагом h . Получен-
ные значения выводим на график. 

Метод решения систем уравнений с 20 
неизвестными для механической транс-
миссии и с 16 неизвестными для гидро-
механической трансмиссии реализован в 
виде компьютерной программы GY-
DROTRANS в среде Delphi. После сведе-
ния системы уравнений 2-го порядка к 
системе уравнений 1-го порядка получа-
ем системы из 40 уравнений для механи-
ческой трансмиссии и из 32 уравнений – 
для гидромеханической трансмиссии.  

Программа читает из файла входные 
данные – значения моментов инерции, 
коэффициентов демпфирования и коэф-
фициентов жесткости, вычисляет коэф-
фициенты k  и формирует матрицу A. 
После этого реализует метод Рунге-Кутта  

для решения системы уравнений с на-
чальными данными  
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,
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201
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где до 8 значений 0
iα (возмущающие  

факторы) задаются в долях единицы, ос-
тальные значения равны нулю. В ходе 
вычислительного эксперимента подобра-
но значение шага по времени, обеспечи-
вающее устойчивое решение h = 0,0001. 
Значения α  для построения графиков 
вычислялись на интервале [0, 20].  

В результате получаем для каждого 
участка валопровода относительные кру-
тильные колебания масс. 

На рис. 2 представлено рабочее окно 
программы GYDROTRANS для 21-
массовой динамической модели механи-
ческой трансмиссии: 
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Рис. 2. Рабочее окно программы GYDROTRANS. 
 

 
 

Рис. 3. Рабочее окно ввода исходных данных. 
 

 
Программа позволяет изменять исход-

ные данные – значения моментов инер-
ции приведенных масс, коэффициентов 
демпфирования и коэффициентов жест-
кости участков, предварительно экспери-
ментально определенных для основных 
рабочих передач бульдозера (рис. 3). В 

окно ввода и корректировки исходных 
данных переходим путем нажатия кнопки 
«Ввод исходных данных»  основного ок-
на программы. 

После ввода или корректировки дан-
ных они записываются путем нажатия 
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кнопки «Запись данных», и с помощью 
кнопки «Выход» осуществляется возврат 
в рабочее окно программы. 

Программа позволяет оценить влияние 
на динамику каждого элемента трансмис-
сионной системы всех основных факто-
ров, возмущающих систему одновремен-
но (изменение газового момента двигате-
ля, зацепление 1-й, 2-й и 3-й пары зубча-
тых шестерен КПП, зацепление цен-
тральной передачи, планетарного меха-
низма, бортовой передачи, гусеничного 
зацепления), и влияние каждого возму-
щающего фактора по отдельности.  

Для этого в левой верхней части рабо-
чего окна программы необходимо ввести 

номера элементов трансмиссии, на кото-
рые действуют возмущающие факторы, а 
так же их значения в долях от единицы. 
За единицу принимаем возмущающий 
момент на ведущей звездочке гусенично-
го движителя (рис. 4). 

Затем программе дается  команда 
«Выполнить расчеты» и «Построить гра-
фики». После того, как программа отве-
чает, что расчет и построение графиков 
закончено, в нижней части рабочего окна 
задаются номера участков динамической 
модели, для которых необходимо про-
смотреть и исследовать диаграммы (гра-
фики) относительных амплитуд колеба-
ний (рис. 5). 

 

 
 

Рис.4. Выполнение расчетов и построение диаграмм. 
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Рис. 5. Просмотр диаграмм. 
 

 
 

Рис. 6. Изменение диапазона просмотра диаграмм. 
 

Для удобства просмотра графиков коле-
баний, например при большой частоте 
колебаний, можно изменить диапазон 
просмотра путем изменения значений в 
окнах «Xmax» и «Шаг разметки по оси 
X» (рис. 6). 

 Построенные диаграммы можно 
сохранить для дальнейшего изучения в 

виде графических файлов путем нажатия 
кнопки «Сохранить графики как». Пред-
варительно следует в окне «график» за-
дать этим файлам идентификаторы. 

Помимо построения графиков для 
качественного анализа, в программе пре-
дусмотрена также возможность запись 
координат графиков в виде таблицы чи-
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словых данных. Эту таблицу можно, на-
пример, экспортировать в программу Mi-
crosoft Excel для проведения статистиче-
ских исследований. 
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УСЛОВИЯ СОХРАНЕНИЯ ЗНАКА ФУНКЦИИ КОШИ  
УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ 

 
Предлагаются эффективные признаки положительности функции Коши диффе-

ренциального уравнения второго порядка с запаздывающим аргументом. Полученные 
результаты применяются для исследования модели процесса колебания электромаг-
нитного прерывателя. 
 

Ключевые слова: функция Коши, дифференциальное уравнение, запаздывание 
 
Многие методы качественной теории 

обыкновенных дифференциальных урав-
нений используют те или иные условия 
монотонности. Понятие монотонности 
лежит, например, в основе исследования 
дифференциальных,  разностных, инте-
гральных и других неравенств, исполь-
зуемых для построения оценок различ-
ных уравнений и создания приближенных 
методов типа метода Чаплыгина. При та-
ком подходе к изучению дифференциаль-
ных уравнений существенную роль иг-
рают условия положительности функции 
Коши вспомогательного уравнения. В 
первой части статьи будут приведены 
достаточные условия сохранения знака 
функции Коши дифференциального 
уравнения второго порядка с запазды-
вающим аргументом. 

Будем пользоваться обозначениями: 

0[ , ] ,n n
p pL t b L=  1 p≤ < ∞  – банахово про-

странство суммируемых со степенью p  

на отрезке 0[ , ]t b  функций 

0:[ , ] ;ny t b R→  0[ , ]n n
p pAC t b AC=  – бана-

хово пространство абсолютно непрерыв-
ных функций 0:[ , ]x t b R→ , причем 

.n
px L′∈   

Рассмотрим уравнение 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )x t x t Vx t f t′Λ ≡ − = ,      (1) 

где : n n
p pV AC L→  – линейный ограничен-

ный вольтерров оператор. Так как опера-
тор  V  вольтерров, то  можно определить 
понятие решения уравнения (1) на отрез-
ке 0 0[ , ] [ , ]t t b⊂τ  и понятие соответст-

вующего сужения 

*  – автор, с которым следует вести переписку 


