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В предлагаемой статье развиваются подходы, позволяющие ввести в рассмотрение при определении свойств механиче-
ских колебательных систем при статических и периодических нагрузках особенности систем внешнего возмущения. Предпо-
лагается возможность введения понятия о комбинационном внешнем воздействии, при котором несколько внешних силовых 
факторов могут быть объединены в одну структуру, отражающую одновременно и геометрические особенности внешних 
сил. Отмечено, что в большинстве работ рассматриваются условия динамических взаимодействий между отдельными эле-
ментами системы, сопровождающихся компенсацией силовых факторов, что при фиксированных частотах гармонических 
внешних возмущений обеспечивает неподвижность по одной из координат механической системы. Показано, что такие под-
ходы не исключают расширение представлений о формах динамических процессов, например, одновременного гашения по двум 
и более координатам виброзащитной системы. Учтена специфика задач виброзащиты и виброизоляции, которая заключает-
ся в том, что, как правило, динамическое состояние связано с обобщенными координатами положения объекта, которые 
являются «выходными сигналами», а «вход» представляет собой смещение основания (кинематическое воздействие) или силу, 
прикладываемую к объекту защиты или фрагментам виброзащитной системы («силовое воздействие»). Введены в рассмот-
рение понятия динамической и статической жесткостей. Определено, что использование или учет групповых или комбина-
ционных свойств силового возмущения (в данном случае физический смысл заключается в реализации двухканального входа) 
представляет собой способ управления динамическим состоянием системы вибрационной защиты объекта. 
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The article develops some approaches allowing to examine the features of external disturbance system when determining the prop-
erties of mechanical oscillatory systems with static and periodic loadings. The concept about combinational external influence with 
some external power factors of one structure and also reflecting geometrical features of external forces has been supposed to be intro-
duced. It has been noted that most scientific works consider conditions of dynamic interactions between separate elements of the system, 
accompanied by compensation of power factors. It provides immovability on one of the coordinates of mechanical system with fixed 
frequencies of harmonious external disturbance. It has been shown that such approaches do not exclude the expansion of conceptions 
about the forms of dynamic processes such as, for example, of simultaneous suppression on two or more coordinates of vibroprotective 
system. Peculiarities of the problems of vibroprotection and vibration isolation have been taken into consideration. The peculiarities 
shows that, as a rule, the dynamic state is connected with the generalized coordinates of the object position which can be considered as 
«output signals», and «entrance» is the basis shift («kinematic influence») or the force applied to object of protection or fragments of 
vibroprotective system («power influence»). The concepts of dynamic and static rigidity have been presented. It has been defined that 
the use of or accounting the group or combinational properties of power indignation (in this case the physical sense consists in realiza-
tion of a two-channel entrance) represents a way of management of a dynamic state of the system of vibration protection of object. 

 
Введение. Динамическое гашение колебаний в виб-

розащитных системах можно отнести к вопросам, вни-
мание к которым не ослабевает в течение многих лет, 
инициируя поиск и разработки новых способов и 

средств защиты машин, оборудования, приборов и аппа-
ратуры от вибрационных воздействий [2 – 5, 12 – 13]. В 
большинстве работ рассматриваются условия динами-
ческих взаимодействий между отдельными элементами 
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системы, сопровождающихся компенсацией силовых 
факторов, что при фиксированных частотах гармони-
ческих внешних возмущений обеспечивает неподвиж-
ность по одной из координат механической системы. 
Однако такие подходы не исключают расширение 
представлений о формах динамических процессов, на-
пример, одновременного гашения по двум и более ко-
ординатам виброзащитной системы [6, 7].  

Постановка и решение задачи. Настройка дина-
мических гасителей колебаний обеспечивается, как 
правило, соответствующим выбором параметров самой 
системы, состоящей из упругих и инерционных звень-
ев. Вместе с тем, существуют и другие возможности, 
связанные с учетом особенностей построения самой 
системы внешних возмущений, что предполагает воз-
можности использования эффектов взаимного силового 
уравновешивания всей системы динамических воздей-
ствий [8]. В предлагаемой статье развиваются подходы, 
позволяющие ввести в рассмотрение при определении 
свойств механических колебательных систем при ста-
тических и периодических нагрузках особенности сис-
тем внешнего возмущения. Предполагается возмож-
ность введения понятия о комбинационном внешнем 
воздействии, при котором несколько внешних силовых 
факторов могут быть объединены в одну структуру, 
отражающую одновременно и геометрические особен-
ности внешних сил. Для оценки статических и динами-
ческих ситуаций используются передаточные функции 
системы (ПФ) [9, 10]. Знаменатель передаточной функ-
ции (характеристическое уравнение) является, в опре-
деленном смысле, инвариантным в отношении выбора 
пар точек «вход-выход» и учитывается для нахождения 
частот собственных колебаний, оценки устойчивости 
системы и др. Специфика задач виброзащиты и виб-
роизоляции заключается в том, что, как правило, дина-
мическое состояние связано с обобщенными координа-
тами положения объекта, которые являются «выход-
ными сигналами», а «вход» представляет собой смеще-
ние основания (кинематическое воздействие) или силу, 
прикладываемую к объекту защиты или фрагментам 

виброзащитной системы («силовое воздействие»). От-
ношения выходных и входных сигналов могут иметь 
различную физическую природу, а, следовательно, и 
размерность: отношение выхода в виде смещения к 
силе как входному сигналу характеризует податливость 
виброзащитной системы (ВЗС) в данной точке, инвер-
сия отношения определяет упругие свойства (жест-
кость). Последнее дает возможность ввести в рассмот-
рение понятия динамической и статической жестко-
стей. Динамическая жесткость определяется через со-
ответствующую передаточную функцию системы и 
является комплексной величиной, а характеристики 
динамической жесткости зависят от частоты внешнего 
воздействия. По существу, механическая система меж-
ду основанием и выбранным объектом защиты, со-
стоящая из различных звеньев, в том числе из расши-
ренного набора типовых элементов [1], может рассмат-
риваться как обобщенная пружина.  
Аналогично может рассматриваться и ситуация в 

статике, когда в передаточной функции (ПФ) принима-
ется 0(p p j= = ω− переменная Лапласа) и оценива-
ются статическая жесткость или коэффициент упруго-
сти для данной пары выбранных точек «вход-выход». 
Если в системе имеется несколько степеней свободы, 
то коэффициент упругости (или жесткости) может оп-
ределяться не только в точке приложения силы, пару 
соответствия могут составить любые две точки, что 
предполагает в системе возможность оценивать раз-
личные виды коэффициентов упругости. 
Рассмотрим основы такого подхода. На рис. 1 при-

ведена расчетная схема цепной системы с двумя степе-
нями свободы.  
Система дифференциальных уравнений движения 

имеет вид: 

1 1 1 1 2 1 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2, .m y k y k y k y Q m y k y k y Q+ + − = + + =&& &&  (1) 

Соответствующая (1) структурная схема представ-
лена на рис. 2. 
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Рис. 1. Расчетная схема цепной виброзащитной систе-
мы ( 1 2,y y − обобщенные координаты; 1 2,k k − упру-
гости пружин; 1 2,m m − массы элементов ВЗС) 
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Рис. 2. Структурная схема ВЗС, соответствующая исходной расчет-
ной схеме ВЗС 
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Будем полагать, что особенность системы заключа-
ется в том, что между внешними силами 1Q  и 2Q  су-

ществует связь, определяемая соотношением: 

1 2Q Q= α  или 1 2,Q Q Q Q= = α .   (2) 

Здесь α −  коэффициент связи между силами (мо-
жет быть положительным и отрицательным). Запишем 
передаточные функции системы для возможных пар 
«сила-смещение»: 

2
1 2 2

1
1 0

(1 )
( ) ,

y m p ky
W p

Q Q A

+ + α
= = =   (3) 

2
2 1 1 2

2
0

( )
( ) ,

y m p k k
W p

Q A

α + +
= =               (4)  

где 

 2 2 2
0 1 1 2 2 2 2( )( )A m p k k m p k k= + + + − −        (5) 

характеристическое уравнение.  
Полагая, что 0p = , 1 2,Q const Q const= = , α изме-

няется в пределах от 0 до некоторого значения Q . Точ-

ки приложения сил 1Q  и 2Q  на рис. 1 и 2 обозначены 

как точки 1A  и 2A . Если 1Q  приложена в точке 1A , и 

точка наблюдения совпадает с точкой приложения си-
лы, то 11k  определится из передаточной функции (4), 

тогда: 

1
11 .

1

k
k =

+ α
    (6) 

Если сила 1Q приложена в т. 1A , а наблюдается точка 

2A , то приведенная жесткость 12k  может быть найдена 
из следующих соображений. 
Система имеет два входных сигнала 1Q  и 2Q , по-

этому: 

2 1 1 2 2,y W Q W Q′ ′′= +              (7) 

при этом: 

2 2
1

1 2 0

,
( 0)

y k
W

Q Q A
′= =

=
        (8) 

2
2 1 1 2

1
2 1 0

.
( 0)

y m p k k
W

Q Q A

′′ +′′= =
=

           (9) 

Так как 2 2 2y y y′ ′′= + , то: 

2
2 1 2 1 1 2

2
0

( )k Q Q m p k k
y

A

+ + +
= .      10) 

Рассмотрим статические взаимодействия в цепных 
системах. С учетом соотношения (2) получим: 

2 2 1 2

1 2

( )y k k k

Q k k

+ α +
=  (при 0p = ).        (11) 

Приведенная жесткость 12k  в конечном итоге опре-
делится: 

1 2 1 2
12

2 1 2 1 2

.
( ) 2 (1 )

k k k k
k

k k k k k
= =

+ α + + + α
    (12) 

Если сила 2Q  приложена в точке 2A , то приведен-

ная жесткость в точке 2A  имеет вид (при совпадении 

точки приложения силы и точки наблюдения), исходя 
из (4): 

1 2 1 2
22

2 1 2 1 2

,
( ) (1 )

k k k k
k

k k k k k
= =

+ α + α − + α
    (12') 

то есть 22k  и 12k  совпадают. При силе 2Q , приложен-

ной в точке 2A  и точке наблюдения 1A  аналогично, 

1 1 1,y y y′ ′′= +  где 1 2 1;
III IVy W Q W Q′ = +  в свою очередь, 

1 2

2 1 0

;
( 0)

III y k
W

Q Q A

′
= =

=
IVW =

2
1 2 2

1 2 0

;
( 0)

y m p k

Q Q A

′′ +
=

=
 

окончательно 1y

Q
=  

2
2 2

0

( )
,

mp k k

A

+ α +
= откуда при 

0p = 1
21 ,

1

k
k =

+ α
 что совпадает с выражением (6). Та-

ким образом, в данном случае 11 21,k k= 22 12k k= . Полу-

ченные результаты, на первый взгляд, не совпадают с 
данными, приведенными в [8], однако если в [8] при-
нять, что для определения 11k  и 12k  было принято: 

0α = , а при вычислении 22k  и 21k  было взято 1 0Q = , а 

2 ( 1)Q Q= α = , то из (6) следует 11 1k k= ; из выражения 

(12) – 12 1k k= ; из (12'), с учетом того, что в знаменате-

ле один член 2k  уходит, получим 1 2
22

1 2

k k
k

k k
=

+
, а 

21 1k k= . Таким образом, если сравнить результаты, то с 

учетом одноканальности внешнего воздействия в [8] 
представленные в настоящей работе результаты можно 
рассматривать как обобщение, приводимое к ранее по-
лученным данным. 
Рассмотрим динамические свойства цепных систем. 

Из выражений (3) и (4) можно получить режимы дина-
мического гашения колебаний – 
по координате 1y : 

2 2
1

2

( 1)k

m

α +
ω = ;    (13) 

по координате 2y : 

2 1 2 1 2 2
2

1 1

(1 ) ( ) /
;

дин

k k k k k

m m

α + + α + + α
ω = =

α
        (14) 

по координатам 2 1y y− : 

2 1

2 1
( )

1 2
y y дин

k

m m−ω =
− α

.                    (15) 
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Выводы 
Таким образом, рассмотрение расчетной схемы на 

рис. 1 с учетом групповых или комбинационных связей 
между внешними силовыми воздействиями вносит су-
щественные изменения в представления о динамиче-
ских свойствах системы; в частности, частота динами-
ческого гашения по координате 1y  становится зависи-

мой от α , которое, в свою очередь, может изменяться в 
пределах ( −∞ ≤ α ≤ ∞ ) (во всяком случае, α  может 
принимать положительные и отрицательные значения). 
Кроме того, при двухканальном возмущении появляет-
ся возможность получать и другие режимы динамиче-
ского гашения. В этом плане использование или учет 
групповых или комбинационных свойств силового 
возмущения (в данном случае физический смысл за-
ключается в реализации двухканального входа) пред-
ставляет собой способ управления динамическим со-
стоянием системы вибрационной защиты объекта. Ряд 
интересных исследований в этом направлении получил 
отражение в работах [10, 11]. 
Если рассматривать цепные механические системы 

с большим числом степеней свободы, то методическая 
основа исследований остается той же, однако исходная 
система может рассматриваться уже с тремя входными 
сигналами при соответствующем установлении связей 
с сигналом, который будет считаться основным; к при-
меру, при трех внешних воздействиях 1 2 3, ,Q Q Q  можно 
полагать, что рассматривается групповая или комбина-
ционная система 1Q ; 2 1αQ Q= ; 3 1βQ Q= . Коэффициен-

ты α  и β  имеют особое значение при равенстве нулю, 
поскольку система в этом случае переходит в иное со-
стояние – меняется число внешних каналов. 
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