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Указано, что общепринятые способы расчетов твердости не отражают современного понимания этого свойства и не 

учитывают весь объем информации, получаемый при кинетическом индентировании. Приведены выражения, описывающие 
ветви нагружения и разгрузки в безразмерном виде, которые в дальнейшем используются для определения твердости. Для 
анализа разных методов определения твердости использованы опубликованные результаты конечно-элементного моделиро-
вания — выражения, определяющие зависимость относительной нагрузки P от относительного внедрения сферы, контакт-
ную глубину ch  для разных значений характеристик упругопластического тела Холломона. При этом учитывается значение 

величины коэффициента трения µ . Приведены выражения для определения относительной твердости по Майеру, Бринеллю, 

Дрозду (пластическая твердость). Описан новый подход, основанный на удельной энергоемкости пластического вытеснения 
материала, ограниченного уровнем исходной поверхности. Показано, что на твердость по Майеру и Бринеллю в значительной 
мере влияют эффекты «sink-in/pile-up» и величина коэффициента трения. На пластическую твердость указанные эффекты 
влияют в значительно меньшей мере. Однако пластическая твердость основана на предположении линейной зависимости для 
определенного диапазона между нагрузкой и глубиной восстановленного отпечатка, что делает ее постоянной для этого 
диапазона. Используя результаты конечно-элементного моделирования, авторы указывают на нелинейность пластической 
твердости, что может вносить определенные погрешности. Наиболее удобным методом определения твердости является 
энергетический подход, при котором погрешности минимальны. Энергетическая твердость практически не зависит от ха-

рактеристик упрочняемого материала и определяется отношением hP , умноженным на параметр 181,0...166,0=PC . 

 
Ключевые слова: сферический индентор, кинетическое индентирование, твердость по Майеру, твердость по Бринеллю, 

пластическая твердость, энергетическая твердость, работа пластического деформирования. 
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The article points out that the conventional methods of hardness calculations do not reflect modern understanding of the property 
and do not account for the entire amount of information obtained under kinetic indentation. The expressions have been presented to 
describe the loading and unloading branches in a dimensionless form, which are then used to determine the hardness. To analyze differ-
ent methods for determining hardness, the results of finite element modeling have been used. They are the expressions that determine the 
dependence of the relative load P on the relative spherical penetration, the contact depth ch  for different values of the characteristics of 

Hollomon elasto-plastic body. This takes into account the value of the friction coefficient µ . Expressions have been given to determine 

the relative Meyer hardness, Brinell hardness, and Drozd hardness (plastic hardness). A new approach based on the specific energy 
consumption of the material plastic displacement which is limited by the level of the original surface, has been described. It has been 
shown that Brinell and Meyer hardness are influenced greatly by the «sink-in / pile-up» effects and the value of the friction coefficient. 
These effects have less influence for plastic hardness. However, the plastic hardness is based on the assumption of linear relationship 
for the defined range between the load and the hardness penetration depth, making it constant in this range. By using the results of finite 
element modeling, the authors point to the nonlinearity of the plastic hardness, which can introduce some inaccuracy. The most conve-
nient method to determine hardness is an energy approach, in which the inaccuracy is minimal. Energy hardness is almost independent 

on the characteristics of harden material and is defined by the ratio hP , multiplied by a parameter 181,0...166,0=PC . 
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Введение. Общепринятые способы расчета твердо-

сти, основанные на уровне прилагаемой нагрузки и 
глубине индентирования (или диаметра отпечатка), не 
отражают современного понимания этого свойства и не 
учитывают весь объем информации, полученный при 
испытаниях [1]. Полученные числа твердости пред-
ставляют конечный результат деформирования мате-
риала индентором при фиксированной стандартной 
нагрузке. Как следует из критериев оценки твердости 
[1], энергетический подход использовался только при 
определении твердости по Мартенсу и представляет 
собой отношение работы деформирования к объему 
восстановленного отпечатка. В ряде недавних работ [2 
– 4] авторами предложен новый подход, основанный на 
отношении работы пластической деформации к объему 
вытесненного материала, т. е. к объему лунки, ограни-
ченному уровнем исходной поверхности. В настоящей 
работе рассмотрим преимущества и недостатки разных 
методов определения твердости при индентировании 
сферой. 

Применение диаграммы кинетического инден-
тирования. В последнее время широко используется 
метод, основанный на непрерывной регистрации на-
грузки и глубины внедрения индентора, предложенный 
С.И. Булычевым и В.П. Алехиным [5]. При использо-
вании сферического индентора степень деформации 
переменна на всем этапе вдавливания, что дает боль-
шую информацию, чем при использовании остроко-
нечных инденторов. Подробно диаграмма кинетиче-
ского индентирования описана авторами в [4], ниже 
приведем основные выражения в безразмерном виде. 
Ветвь нагружения описывается уравнением: 

α== hCP
RE

P
12*

,   (1) 

где ∗E  — приведенный модуль упругости; R  — ради-

ус сферы; Rhh =  — относительная глубина внедрения; 

α,1C  — константы. 
Уравнение ветви разгрузки: 
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где ( )2REPP mm
∗= , mP  — максимальное приложенное 

усилие; Rhh ec =  — текущее относительное внедрение 

при разгрузке; fh  — относительная глубина остаточ-

ной лунки; m — экспонента кривой разгрузки, которая 
определяется из диаграммы кинетического индентиро-
вания [4] или расчетным путем [6, 7] 
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где Rhh mm = ; hhс с=2 ; ch  — глубина, на которой 

происходит контакт индентора с материалом под на-
грузкой mP . 

Моделирование упругопластического внедрения 
сферы. Для упругопластического контакта в работах [8 
– 10] авторами использована методика определения h  
на основе подобия деформационных характеристик, 
однако в данном случае ее применение затруднительно, 
так как зависимость hP −  в явном виде не описывает-
ся. В этом случае удобно воспользоваться результатами 
конечно-элементного анализа [11 – 15 и др.] для оцен-
ки характеристик упрочняемого материала методом 
сферического индентирования. Решая обратную зада-
чу, при известных свойствах упрочняемого материала 
можно определить величину внедрения сферы в зави-
симости от приложенной нагрузки. Так, например, по 
данным [16]: 

( ) AB
y hehnP −=ε ,, ,       (4) 

где ( )nAA y ,ε= ; ( )nBB y ,ε= ; ∗σ=ε Eyy , yσ  — пре-

дел текучести; n — экспонента упрочнения. Следова-
тельно, в выражении (1) BeC −=1 . 

Важной величиной для определения твердости ма-
териала, является величина hhc e=2 , которая опре-

деляется эффектами «sink-in/pile-up», т. е. упругим 
продавливанием материала и пластическим вытесне-
нием материала вокруг отпечатка. Исследованию этих 
эффектов посвящены работы [16 – 22]. В этом плане 

отличаются работы [12, 23], в которых параметр 2c  

представлен в виде ( )hncc y ,,22 ε= , например, по дан-

ным [23]: 

( ) ( ) 1
22

2 2,,
−=ε NN

y hMhnc ,         (5) 

где ( )nMM y ,ε= , ( )nNN y ,ε= . 

Значения параметров ( )nM y ,ε  и ( )nN y ,ε  опреде-

лены конечно-элементным моделированием при значе-
нии коэффициента трения 0=µ . Для других значений 

коэффициента трения следует использовать результаты 
работ [24, 25]: 

( ) ( )( ) ( )
( )0

1,,1,,, 22

µ

µ µ
−ε+=µε

F

F
hnchnc yy ,        (6) 

где: 

( )






>µµ
≤µµ−µ+µ+µ−=µµ

.29,0,0,014-0,3357

;29,0,641,3855,3601,0955,049,0 432

F (7) 

Без учета эффектов «sink-in/pile-up» 12 =c , т. е. 
hhc = . 
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Относительный радиус Raa =  площади контакта 

определяется выражением: 

( ) ( ) ( )µε−µε=µε ,,,,,,2,,, 2 hnhhnhhna ycycy , (8) 

где ( ) ( ) hhnchnh yyc ⋅µε=µε ,,,,,, 2  

Площадь контакта: 

22 RaAc π= .   (9) 

Методы определения твердости материалов. По 
методу инструментального индентирования Оливера–
Фарра [26], закрепленного стандартом ISO 14577, твер-
дость материала H  вычисляется как отношение при-
ложенной нагрузки mP к площади проекции невосста-

новленного материала cA : 

c

m

A

P
H = ,           (10) 

которая имеет физический смысл среднего контактного 
давления на площадке индентирования и идентична 
твердости по Майеру, т. е. MHH ≡ . 

С учетом выражений (1) и (9) имеем: 

2
1

a

hC

E

HM

π
=

α

∗ .            (11) 

Таким образом, твердость по Майеру зависит от ра-
диуса площадки контакта, который определяется эф-
фектом «sink-in/pile-up» и величиной коэффициента 
трения, которые невозможно определить при кинетиче-
ском индентировании. Как указано в работе [27], 
ошибка при определении MH  без учета образования 

навала вокруг отпечатка может достигать 60 %. 
По способу Бринелля в лунке оценивается среднее 

напряжение путем деления нагрузки P  на площадь 
шарового сегмента BA , соответствующего диаметру 

лунки ad 2= : 

B
B A

P
H = ,          (12) 

где RhAB π= 2 , h  — глубина невосстановленной 

лунки [28], т. е. глубина лунки, когда шар находится 
под нагрузкой. Исходя из схемы вдавливания шара [28, 
рис. 1], при определении твердости по Бринеллю не 
учитываются эффекты «sink-in/pile-up». Величина 
твердости по Бринеллю определяется выражением: 


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где RD 2= . 

С учетом выражений (1) и (9): 
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Характеристика твердости по Бринеллю не имеет 
физического смысла. Однако для конструкционных 
углеродистых и легированных сталей, имеющих струк-
туру перлитного типа, твердость по Бринеллю приоб-
ретает физический смысл, так как для этих сталей BH  

практически совпадает с maxH , чем и можно объяснить 
ее широкое применение [18]. 
Для учета эффектов «sink-in/pile-up» необходимо 

использовать выражение (8). Подставляя выражение (8) 
в (14), получим выражение: 

( )
( )µεπ

=
µε −α

,,,2

,,,
2

1
1

hnc

hC

E

hnH

y

yB , (16) 

из которого следует, что на твердость по Бринеллю 
влияют эффекты «sink-in/pile-up», и величина коэффи-
циента трения влияет в той же мере, что и на mH . 

Пластическая твердость DH  как характеристика, 

определяющая сопротивление материала упругопла-
стической деформации, основывается на предположе-
нии линейной зависимости между нагрузкой P  и глу-
биной восстановленного отпечатка fh  для 14,0≤Rh  

[29]. В этом случае пластическая твердость может быть 
определена методом двукратного вдавливания [29, 30]: 

( )12

12

π2 ff
D hhR

PP
H

−
−= ,          (17) 

где fih  — остаточная глубина лунки при нагрузке iP . 

При известной величине твердости глубина отпе-
чатка может быть вычислена по формуле: 

D
f RH

P
h

π
= .   (18) 

На нелинейность зависимости остаточного внедре-
ния fh  от силы вдавливания P  указано в работе [31], 

где соотношение между ними можно аппроксимиро-
вать функцией: 

r
fchPP += 0 ,       (19) 

где C — коэффициент, аналогичный 1
2* CRE r− , r  — 

показатель, учитывающий нелинейность. В то же время 
в [31] указывается, что для практических целей без 
ущерба для точности можно считать 1=r . 
Предположим, что в общем случае зависимость ме-

жду нагрузкой и величиной внедрения описывается 
уравнением (1). Глубина остаточной лунки: 

0ω−= hhf ,   (20) 

где 0ω  — упругое восстановление центра отпечатка. 

По данным [8]: 
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aE

PK
*0 π

=ω α ,    (21) 

где: 

( )ααΒα= −α
α ,2 12K ,          (22) 

( )ααΒ ,  — бета-функция. 
В этом случае пластическая твердость определяется 

выражением: 
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С учетом выражений (1), (4), (5) и того, что 

hRca 22= , из (23) следует: 
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Учитывая, что ( ) ( )nB
y

yenC
,

1 ,
ε−=ε , имеем: 
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Как следует из выражения (25), эффекты «sink-
in/pile-up» и коэффициент трения оказывают влияние 
на величину DH  в значительно меньшей степени, чем 

на MH  и BH . 

В работе [4] предложена энергетическая концепция 
твердости, согласно которой твердость равна удельной 
энергии пластической деформации, т. е. отношению 
работы пластической деформации к объему лунки, ог-
раниченному уровнем исходной поверхности. При 
этом энергетическая твердость представлена в виде, 
удобном для использования диаграммы кинетического 
индентирования: 

( ) ( )
h

P
hnC

E

hnH
yP

yE ,,
,,

*
ε=

ε
,   (26) 

где: 
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Как показали исследования, для конструкционных 
материалов, используемых в машиностроении, значе-
ния 181,0...166,0=PC [4]. С относительной погрешно-

стью не более 4 % выражение (27) для 4,0...05,0=h  
можно аппроксимировать выражением: 

( ) hhnC yP ⋅+=ε 030,01169,0,, .      (28) 

Как следует из выражений (26) – (28), энергетиче-
ская твердость практически не зависит от величины 
коэффициента трения, так как, согласно результатам 
работ [32, 33], глубина внедрения h не зависит от ко-
эффициента трения. Следовательно, объем вытеснен-
ного материала от уровня исходной поверхности также 
не зависит от величины коэффициента трения. 
Зависимость между DH  и EH  можно определить, 

используя выражение (20). В результате получим: 
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где a  определяется выражением (8). 
 
Заключение 
1. Расчеты твердости по Майеру по выражению (11) 

показали, что без учета образования навала вокруг от-
печатка для пластичных материалов ошибка может 
достигать 60 %. Без учета коэффициента трения ошиб-
ка может достичь 20 %. 

2. Погрешности того же порядка возможны также 
при определении твердости по Бринелю. Как следует 
из выражения (15) при 3,02,0 K=Ra  отношение

98,099,0 K=MB HH . 

3. Результаты расчетов пластической твердости по 
выражению(25) свидетельствуют, что эффекты «sink-
in/pile-up» и коэффициент трения оказывают влияние в 
значительно меньшей мере, чем на MH  и BH , так как 

правая часть знаменателя уравнений (24) и(25) значи-
тельно меньше левой части. 

4. Энергетическая твердость – как удельная энерго-
емкость пластического вытеснения материала от уров-
ня исходной поверхности, не зависит от эффектов 
«sink-in/pile-up» и величины коэффициента трения. 
Простота определения при использовании кинетиче-
ского индентирования предполагает ее широкое прак-
тическое применение. 
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