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Отслоения являются распространенным видом дефекта и часто считаются определяющим фактором при решении во-
проса об использовании композиционных материалов. В данной работе решена нелинейная задача устойчивости тонкой пла-
стины с дефектом в виде круглого отслоения. При достижении критической нагрузки возможны три вида потери устойчи-
вости элементов конструкций из композиционных материалов с дефектами типа отслоений. Первый вид потери устойчиво-
сти — глобальное выпучивание всей пластины, т. е. потеря устойчивости композиционной балки как единого целого. Оно 
наблюдается при дефектах малой длины. Второй вид потери устойчивости — локальное выпучивание лишь отслоившейся 
верхней части, когда нижняя и основная части пластины остаются плоскими. Локальная потеря устойчивости является 
основным видом разрушения при сжатии слоистых композиционных материалов с дефектами типа тонких отслоений. По-
добное выпучивание обусловлено высокой концентрацией межслойного напряжения на фронте дефекта (вершине трещины); 
далее при возрастании нагрузки область выпучивания увеличивается до критического размера. Такой вид потери устойчиво-
сти носит название «отслоение тонкого слоя». В работе рассмотрена модель тонкого слоя (локальное выпучивание). Опреде-
лена критическая нагрузка с помощью энергетического критерия устойчивости. Критическая нагрузка представлена как 
точка бифуркации равновесных форм, найдены соответствующие ей перемещения для круглых по форме отслоений. Получе-
ны аналитические выражения для прогибов на начальной стадии закритического деформирования. Определен характер воз-
можных равновесных форм — устойчивый и неустойчивый. 

 
Ключевые слова: межслойные дефекты, слоистые материалы, устойчивость, критическая нагрузка. 
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Detachments are a common type of defects and often considered to be a crucial factor when deciding about the use of composite 
materials. The article touches upon the solution of a nonlinear stability problem of a thin plate with a defect in the form of a circular 
detachment. When critical load is reached, three buckling types for structural elements made of composite materials with the defects 
such as detachments are possible. The first buckling type is a global swelling of the entire plate, i.e. buckling of a composite beam as 
one. It is observed in small length defects. The second buckling type is a local swelling of a detached upper part when the lower and 
main parts of the plate remain flat. Local buckling is the main damage type under the compression of layered composite materials with 
defects such as thin detachments. This swelling type is caused by a high concentration of an interlayer stress at the front part of the 
defect (at the top of the crack); hereinafter, when the load grows, the buckling area increases to a critical size. This buckling type is 
called a thin layer detachment. The article studies a thin layer model (a local swelling). Critical load using the energy criterion of sta-
bility has been determined. Critical load has been shown as a bifurcation point of equilibrium forms. Proper bifurcation displacements 
have been found for circular detachments. Analytical expressions for the buckles at the initial stage of supercritical deformation have 
also been found. The nature of the possible equilibrium forms has been determined as stable and unstable. 

 
Key words: interlayer defects, layered materials, stability, critical load. 

 

Введение. Дефекты типа отслоения, образующиеся 
в результате несовершенства технологии производства, 
механической обработки или действия эксплуатацион-
ных нагрузок, могут существенно влиять на прочность 
и жесткость элементов конструкций из слоистых ком-
позиционных материалов. Отслоения являются распро-
страненным видом дефекта и часто считаются опреде-
ляющим фактором при решении вопроса об использо-
вании композиционных материалов [1, 2, 3]. В данной 
работе решена нелинейная задача устойчивости тонкой 
пластины с дефектом в виде круглого отслоения, най-
дена критическая нагрузка.  

После локальной потери устойчивости отслоение 
может продолжать воспринимать возрастающую 
внешнюю нагрузку. Рассмотрена модель тонкого слоя 
(локальное выпучивание). Если длина отслоения вели-
ка, то любому другому виду потери устойчивости бу-
дет предшествовать локальное выпучивание отслоив-
шегося слоя, так как отслоившаяся часть гораздо тонь-
ше всего элемента конструкции. В этом случае пере-
мещения совершает лишь отслоение, тогда как нижняя 
и основная части будут находиться в состоянии чисто-
го сжатия. Тогда можно предположить, что закритиче-
ское поведение и рост отслоения не влияют на напря-
женно-деформированное состояние основной части 
элемента конструкции, которая остается безмоментной. 
Этот факт позволяет рассматривать отслоение как от-
дельную тонкостенную круглую пластину, защемлен-
ную по контуру, которая несет нагрузку в соответствии 
с нагрузкой основного элемента. 

Посредством вариационного критерия устойчиво-
сти можно найти ряд собственных значений параметра 
нагрузки nP  и соответствующие ей функции, описы-
вающие конфигурацию системы в момент перехода к 

новому возмущенному состоянию равновесия. С по-
мощью энергетического критерия устойчивости можно 
выяснить, при каких значениях нагрузки P исходное 
равновесное состояние будет устойчивым. Критиче-
ским значением параметра нагрузки крPP =  будет та-

кое значение, при превышении которого начальное 
состояние перестает быть устойчивым. Устойчивыми в 
закритической области будут искривленные формы 
равновесия, т. е. в критической точке происходит би-
фуркация равновесных форм [4, 5, 6]. 

Решение задачи. Рассмотрим пластину толщиной 
H с отслоением, нагруженную сжимающими деформа-
циями 

o
ε  по торцам (рис. 1).  

 

Рис. 1. Пластина с круглым по форме межслойным дефектом 

Исследуем круглое отслоение с радиусом R, толщи-
ной h . Центр ее совпадает с началом координат oxy. 
Будем рассматривать отслоение как тонкую осесим-
метричную пластину, защемленную по контуру и под-
верженную равномерно распределенной нагрузке с 
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интенсивностью 
121 µ−

ε= o
Eh

q , соответствующей основ-

ной нагрузке элемента конструкции.  
Для описания возмущенного состояния равновесия, 

смежного с начальным невозмущенным состоянием, 
воспользуемся бесконечно малым параметром η, не 
зависящим от координат [6, 7, 8]. Отклонение точек от 
их начального положения определим с точностью до 

2η . Перемещения, которые описывают переход пла-
стины в новое отклоненное состояние от начального 
состояния равновесия, представим в виде: 
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где η — параметр, зависящий от уровня нагружения 

пластины, r — радиальная координата, u — радиальное 
перемещение, w — поперечное перемещение 21,uu  — 

радиальные перемещения первого и второго порядка 
малости, 1w  — поперечное перемещение первого по-

рядка малости. Радиальные и окружные деформации 
срединной поверхности второго порядка малости пред-
ставляются в виде [8]: 
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где ,
o

C …. iC … — произвольные неизвестные коэф-
фициенты (n = 0, 1, 2, …). Зададим граничные условия 
для защемленного края в виде: 
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Очевидно, что функция прогиба ( )rw1  удовлетворя-
ет условиям (2). 

Для определения радиального перемещения ( )ru2  

введем величины rT ′′ , θ′′T , связанные с θε′′ , rε′′ зависи-
мостями закона Гука: 
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Как показано в [8], из условия самоуравновешенности: 

( ) 0=−′′ θTTr
dr

d
r  

можно выразить радиальные перемещения через функ-
цию поперечного прогиба ( )rw1 : 
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Интегрируя, находим: 

( ) ∫ ∫













+







⋅µ−−+=
R R

drdr
dr

wd

dr

dw

dr

dw

r
r

rr

A
rAru

0 0
2
1

2
1

2
1122

12 ,
1

2

11  

где 1A  и 2A  — постоянные интегрирования, опреде-
ляемые из граничных условий. Эта функция удовле-
творяет следующим условиям: 

а) в центре )0(2u  должно быть ограничено, поэтому

02 =A ; 

б) при Rr = , 0=′′rT  или: 
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Учитывая вышеизложенное, находим радиальные 
перемещения: 
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Определим изменение полной потенциальной энер-
гии ∋∆  для тонких круглых отслоений при отклоне-
нии от начального плоского состояния: 
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— цилиндрическая жесткость 
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Поскольку величина A  положительно определен-
ная, т. е. при ( )ru1 , не равном нулю, 0>A , отсюда сле-
дует, что для определения критической минимальной 
нагрузки необходимо положить ( ) .01 =ru  

Из условия 0=∆ ∋  в первом приближении находим: 

2R

D
Kqкр = , где .16≈K      (3) 

Потеря устойчивости защемленного по контуру де-
фекта типа круглого отслоения происходит по осесим-
метричной форме, и вид изогнутой срединной поверх-
ности описывается функцией w(r). Анализ геометриче-
ски нелинейного поведения круглой пластины прове-
дем с помощью энергетического подхода, предложен-
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ного в работах [4 – 20], обобщенного впервые для ре-
шения задач устойчивости элементов конструкций с 
дефектами типа отслоения. Учитывая вышеизложен-
ное, линейная задача устойчивости решена энергетиче-
ским методом, найдены критическая нагрузка qкр. и 
соответствующие ей функции ( )ru2 , ( )rw1 . Тогда пред-
ставим перемещения пластины в виде: 

( ) ( ) ( )
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Радиальную и окружную деформации срединной 
поверхности подсчитаем с точностью до слагаемых, 

имеющих множитель 2η : 
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где 00, θεεr  — компоненты деформаций в начальном со-
стоянии: 
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 Потенциальная энергия срединной поверхности с точ-

ностью до 4η  определяется выражением: 
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Используя зависимости: 
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и вводя обозначения: 
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выражение для 2U  можно записать в виде: 
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Определим изменение полной потенциальной энер-
гии ∋∆  пластины при отклонении от начального 
плоского состояния  

,П 422 VUU +++=∆ ∋  

где 2П  — потенциал внешних сил; V — энергия де-
формации изгиба пластины. 

Перемещения круглой пластины ( ) )(  , 12 rwru  
подобраны так, что обращают в нуль все слагаемые в 

2u , содержащие начальные усилия 00, θTTr . Тогда 
выражение для ∋∆  имеет вид: 
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Будем считать варьируемым параметр η, который 
характеризует стрелу прогиба отслоения. Из условия 
стационарности полной потенциальной энергии полу-
чаем следующее выражение: 
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Учитывая значение: 
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приходим к уравнению: 
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Исследуем положения равновесия отслоившейся 
части. Введем следующие безразмерные величины: 
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где 1max ww η=  при 0=r , ( )∗∗ −=η kpqqhh 2

3

14
.  

Функция поперечного прогиба )(1 rw  задается 
рядом (1). Зависимость между прогибом в центре 
пластины и нагрузкой имеет вид: 
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( ) *
.

**
.

**
max 16,2

3
14

кркр qqqqw −=−= . 

Видно, что при q*<q*
кр  возможна только одна пря-

молинейная форма равновесия. Согласно теореме Ла-
гранжа это положение равновесия устойчиво (рис. 2). 
При q*>q*

кр возможна изгибная форма равновесия. Ис-
следуя знак второй производной полной потенциаль-
ной энергии, нетрудно установить, что изгибная форма 
равновесия устойчива. Зависимость радиального пере-
мещения от величины нагрузки показана на рис. 2: 
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Представляемые величины приведены к безразмер-
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Рис. 2. Зависимость прогиба и радиального перемещения от 
величины нагрузки  

Характер влияния длины отслоившейся части на за-
критическое поведение дефекта типа круглого отслое-
ния представлен на рис. 3.  

На рис. 3 показан профиль прогиба при различных 
значениях нагрузки, равной Rrrq ==     ;20,9,5 , где в 
выражении ряда )(1 rw  учтено только одно первое 

слагаемое 1ww η=∗ , где )1(
)1(9

56

2112

2

−
µµ−

=η q
h

 и 

.крq

q
q = . Для сравнения приведен расчет, сделанный 

в системе ANSYS, где наблюдается качественное сход-
ство кривых прогиба в центре отслоения. Характер 
влияния длины отслоившейся части на закритическое 
поведение дефекта типа круглого отслоения представ-
лен на рис. 3. Прогиб увеличивается с уменьшением 
текущего радиуса дефекта. 
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Рис. 3. Профиль прогиба при различных значениях нагрузки 

Выводы 
В работе разработана двумерная модель элементов 

конструкций из слоистых традиционных и композици-
онных материалов с допустимыми дефектами типа от-
слоений. Получены аналитические выражения для про-
гибов на начальной стадии закритического деформиро-
вания, определена критическая нагрузка. Определен 
характер возможных равновесных форм — устойчивый 
и неустойчивый. При большом числе слагаемых можно 
получить решение практически с любой степенью 
точности. 
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