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Разработанная автором теория погружения вращающегося твердого тела в сопротивляющуюся среду уточняется и 

обобщается на примере описания работы бурильной колонны  - двухмассовой динамической модели, при углублении забоя 
скважины. Вводится принципиально новая динамическая модель бурильной колонны, которая позволяет исследовать кру-
тильно-продольные автоколебания релаксационного типа, когда погружение колонны и вращение породоразрушающего инст-
румента – долота, могут чередоваться с длительными остановками (заклиниванием). Эта модель впервые дает возмож-
ность описывать взаимодействие крутильных и продольных автоколебаний бурильной колонны, выявлять их влияние друг на 
друга во время бурения. Сила и момент сопротивления со стороны забоя скважины задаются через аппроксимацию Паде, что 
позволяет наиболее точно учитывать прочностные свойства породы, при наличии экспериментальной характеристики, и 
избежать некорректностей при нулевых значениях скоростей вращения долота и погружения колонны. Метод В.Ф. Журавле-
ва, предложенный им в теории поликомпонентного трения, автором статьи обобщается на задачи бурения – описывающие 
процесс погружения вращающегося тела в сопротивляющуюся среду, при определении сил сопротивления.  Дифференциаль-
ные уравнения новой динамической модели бурильной колонны позволяют, в частности, определять скорость и глубину про-
ходки бурильной колонны  – наиважнейших параметров бурения, определяющих эффективность выбранного способа бурения. 
Определение этих параметров  на основе существующих моделей ранее было не возможно, определялись они только эмпири-
ческим путем и поэтому подразумевавшие не высокую точность. В рамках данной теории погружения в уравнениях принятой 
модели изношенность долота учитывается весьма просто и тоже, без каких либо эмпирических соотношений, без привязки к 
конкретным моделям породоразрушающего инструмента. Предложенная модель бурильной колонны достаточно универсаль-
на,  она позволяет описывать процесс бурения, как в твердых породах, так и в мягких; как при глубоком бурении, так и не 
глубоком. Задаваясь определенными значениями одного-двух параметров, записанные уравнения становятся справедливыми 
для таких частных случаев: описание  крутильных автоколебаний - как без погружения (традиционный подход), так и с уче-
том погружения (новый подход), как с длительными остановками (релаксационные режимы), так и без длительных остано-
вок (безостановочное бурение); описание  крутильно-продольных автоколебаний в случае бурения без длительных остановок 
(заклиниваний) - не релаксационного типа. Новая двухмассовая динамическая модель - это еще одна модель для решения каче-
ственно новых задач в теории динамики бурильной колонны,  позволяющих описывать процесс бурения с учетом проходки. 

 
Ключевые слова: бурильная колонна, проходка, долото, теория погружения, метод В.Ф. Журавлева, аппроксимация Паде 

для сил сопротивления, триггерные системы, режимы колебаний "stick-slip" ("прихват-проскальзывание"), релаксационный 
режим, крутильно-продольные автоколебания.  
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The theory of a rotating rigid body advancing into resisting medium developed by the author has been refined and generalized 

through the example of drill string operation under bottom-hole deepening. Two-mass dynamic model has been used. Fundamentally 
new dynamic model of a drill string has been introduced. It allows exploring torsional and longitudinal oscillations of a relaxation type 
when drill-string advancement and cutter rotation (straight bit) can alternate with long stops (jamming). For the first time ever, this 
model gives the possibility to describe the interaction between torsional and longitudinal self-oscillation of a drill string and identify 
their mutual influence when drilling. Force and resistance moment on the part of a bottom hole is set via Pade approximation. It allows 
taking the mechanical properties of rocks into account more accurately under experimental characteristics as well as to avoid inaccu-
racies under zero speed of a straight-bit rotation and drill-string advancement. V.F. Zhuravlev method concerning the theory of multi-
component friction, the author of the article has generalized to the drilling problems describing the process for a rotating body ad-
vancement into resisting medium under resistance forces. Differential equations of a new dynamic model of the drill string allow, in 
particular, determining the speed and depth for the drill-string excavation which is the most important drilling parameter determining 
the effectiveness of a drilling way. It was impossible to determine these parameters earlier on the basis of existing models. They could 
be determined empirically only and therefore, did not imply any precision. Under this theory of advancement and in the equations of the 
model adopted, depreciation of the straight bit can be easily taken into account and without any empirical relationships and any refer-
ences to specific models of a rock cutting tool. The drill-string model proposed is universal enough. It allows describing the drilling 
process in hard rock as well as in soft and under deep drilling as well as not deep. Assigning specific values for one or two parameters, 
the equations become true for such special cases as a description of the torsional self-oscillations without advancement (the traditional 
approach), and with advancement taken into account (a new approach), with long stops (relaxation modes) and without long stops (non-
stop drilling); a description of torsional and longitudinal oscillations under drilling without long stops (jams), i.e. non-relaxation type. 
New two-mass dynamic model is a model to solve qualitatively new tasks in the theory of the dynamics of the drill-string allowing the 
drilling process to be described with excavation taken into account. 

 
Keywords: drill string; excavation; straight bit; drill-string advancement theory; V.F. Zhuravlev method; Pade approximation to the 

resistance forces; trigger systems; vibration mode «stick-slip»; relaxation mode; torsional and longitudinal oscillations. 
 
Введение. Как известно, моделирование бурения 

нефтяных и газовых скважин делается прежде всего в 
целях разработки рекомендаций для увеличения эф-
фективности проводимых работ. Основными, опреде-
ляющими показателями здесь являются скорость буре-
ния и углубление забоя скважины за отведенное время 
(скорость и глубина проходки). Именно они определя-
ют эффективность выбранного способа бурения. Тем 
не менее, следует признать, что до недавнего времени 
именно эти параметры — скорость и глубина проходки 
не определялись из существующих моделей. Этот па-
радоксальный факт объясняется тем, что теории по-
гружения бурильной колонны как таковой не сущест-
вовало, и по этой причине в применяемых моделях [1–
4; 14; 15; 22–26] процесс погружения бурильной ко-
лонны по мере углубления забоя скважины не учиты-
вался. В специальной литературе и научных публика-
циях [13–15; 22–26] даже утвердилось мнение, что ско-
рость и глубину проходки можно определять только с 
помощью эмпирических формул, которые вводились на 
основе экспериментальных данных и подразумевали 
невысокую точность. 

Отсутствие теории погружения бурильной колонны 
объясняется прежде всего трудностями корректного 
задания аналитического вида для силы сопротивления, 
а через него и для момента сопротивления, со стороны 
забоя скважины. Обычные подходы [13–16] подразу-
мевают аналитический вид для силы сопротивления 

,
ϕ

=
&

v
kFc

 

определяющий качественный характер зави-

симости от скорости погружения колонны ν  и угловой 
скорости вращения долота ϕ&  (точка здесь и далее оз-

начает производную по времени t ). Прочностные 
свойства породы задаются при этом через коэффициент 
пропорциональности .k  Такая зависимость и ей подоб-
ные приводят к некорректностям принимаемой модели 
при нулевых значениях скоростей погружения колонны 
и вращения долота, так как в этих случаях сила сопро-
тивления либо не определена, либо принимает беско-
нечно большое или нулевое значение (последнее при-
водило бы к случаю свободного падения колонны, че-
го, конечно же, тоже не должно быть). Кроме того для 
задания прочностных свойств породы одного коэффи-
циента пропорциональности k  явно недостаточно. 

 
Ранее в диссертационной работе Ю.М. Ветюкова 

[16] предпринималась попытка решения похожей зада-
чи. В этой работе, исходя из аналогичных традицион-
ному виду выражений для силы и момента сопротивле-
ний со стороны забоя, предлагается ввести для них так 
называемые определяющие соотношения при описании 
качественно различных режимов бурения. По сути сво-
ей эти определяющие соотношения предназначены для 
изменения вида самих уравнений движения принятой 
модели, как только возникает вероятность возникнове-
ния указанных выше некорректностей при нулевых 
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значениях скоростей. Такой подход выглядит весьма 
искусственным и вызывает большие сомнения по по-
воду своей правомерности, а также достоверности по-
лучаемых на его основе результатов. Кроме того, в 
данной работе отсутствует математическая постановка 
задачи описания релаксационных режимов погружения 
(с остановками) и нет самой теории погружения, кото-
рая предусматривала бы условия переключения при 
описании качественно различных режимов бурения с 
учетом  прочностных свойств породы. Результатов 
численного счета, подтверждающих существование 
того или иного режима бурения, представлено мало, и 
не все из заявленных режимов были подтверждены. 
Механизм взаимодействия крутильных и продольных 
автоколебаний никак не показан, приведены лишь об-
щие рассуждения. 

В работах автора данной статьи [7–11] предлагают-
ся способы устранения указанных выше затруднений и 
закладываются принципы построения корректной тео-
рии погружения вращающегося твердого тела в сопро-
тивляющуюся среду применительно к задачам бурения. 
Причем как для случаев безостановочного бурения, так 
и для случаев бурения с длительными остановками, 
когда заклинивается вращение долота и (или) поступа-
тельная составляющая движения самой колонны — 
т. е. для режимов, приводящих к автоколебаниям ре-
лаксационного типа. В данной статье уточняются из-
ложенные ранее принципы построения теории погру-
жения  вращающегося тела в сопротивляющуюся сре-
ду, а применение самой теории иллюстрируется на 
примере двухмассовой модели бурильной колонны во 
время бурения скважин при описании крутильно-
продольных автоколебаний релаксационного типа. Тем 
самым вводится принципиально новая динамическая 
модель бурильной колонны. 

Новая двухмассовая динамическая модель — это 
еще одна пример решения качественно новых задач в 
теории динамики бурильной колонны, позволяющий 
описывать процесс бурения с учетом проходки и даю-
щий возможность определения скорости и глубины 
проходки не эмпирически, как это было до сих пор, а 
исходя из уравнений самой динамической модели, ее 
параметров и прочностных свойств породы забоя. Эта 
модель впервые дает возможность описывать взаимо-
действие крутильных и продольных автоколебаний 
бурильной колонны, выявлять их взаимовлияние во 
время бурения.  

Следует сказать, что есть иной подход ввода сил 
сопротивления cF при бурении [13–15; 17; 29; 30], ос-
нованный на предположении, что силы сопротивления 
прямо пропорциональны толщине слоя породы, разру-
шаемой шарошками долота в ходе своего перекатыва-
ния по забою. Толщина слоя породы h  выражается 
через продольную координату погружения x следую-
щим равенством: ( ) ( ),txtxh τ−−= где ( )−τ=τ t величи-
на запаздывания, изменяющаяся во времени, которая 
определяется через угловую скорость вращения и чис-
ло шарошек; тем самым ( ) ( )[ ],τ−−= txtxkFc  где −k

коэффициент пропорциональности. При таком подходе 
некорректности, отмеченные выше, при нулевых ско-
ростях отсутствуют, зато работа самой модели в этом 

случае будет описываться системой дифференциаль-
ных уравнений с запаздывающим аргументом, что зна-
чительно усложняет нахождение решений. В такой по-
становке получены результаты лишь для простейших 
случаев стационарных  решений [14; 15; 17; 29; 30] при 
постоянном запаздывании. 
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ϕ
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Рис. 1. Двухмассовая динамическая модель бурильной ко-
лонны во время проходки при описании крутильно-
продольных автоколебаний 

Постановка задачи. Будем рассматривать двухмас-
совую модель (рис. 1), учитывающую крутильные и 
продольные колебания бурильной колонны во время 
проходки. Предполагается, что верхнее тело массы 

−1m  масса электромеханического оборудования, на-
ходящегося в устье скважины — закручивается с по-
стоянной угловой скоростью ω  двигателем неограни-
ченной мощности, действие которого передается через 
силы упругости колонны (две пружины, учитывающие 
крутильную и продольную жесткость) нижнему телу 
массы −m  обычно отождествляемая с массой утяже-
ленной части колонны, где имеется породоразрушаю-
щий инструмент — долото, положение которого опре-
деляется через угол поворота ϕ  и координату верти-

кального перемещения x; 1x  — координата вертикаль-
ного перемещения для верхнего тела. Учитывая, что 
относительный угол закручивания tω−ϕ=ψ  нижнего 

сечения бурильной колонны по отношению к верхнему 
обычно достаточно велик, упругий момент со стороны 
колонны (пружины), передающийся на долото, введем 
в следующем нелинейном виде: 

,)()( 3ttcM ω−ϕβ+ω−ϕ= ϕϕ где −t текущее время. 

Упругая сила в зависимости от относительной про-
дольной деформации, будем полагать, изменяется по 
линейному закону  согласно закону Гука: 

( ).xxcF x 1−=  Здесь

 

−βϕϕ xcc ,, величины, характери-

зующие упругие свойства пружин (при 0=βϕ упругий 

момент будет изменяться также по линейному закону 
Гука). На долото со стороны забоя действуют момент 

cM  и сила cF  сопротивления. 

Аналитическая зависимость для силы сопротивле-
ния со стороны забоя скважины берется в виде Паде 
аппроксимации [27] и, принимая во внимание, что уг-
ловая скорость может иметь произвольный знак, а ли-
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нейная скорость погружения всегда положительна, бу-
дем полагать [7–9]: 

                

.0 ∆++
∆+=
ϕ&&

&

Rbx

x
FFc                          (1) 

Здесь −0F значение силы сопротивления при отсутст-

вии вращения долота, подлежащее определению; −∆,b  

коэффициенты полиномиальных членов аппроксима-
ции Паде, которые характеризуют прочностные свой-
ства породы и определяются из реальных характери-
стик для силы сопротивления породы, в которой осу-
ществляется бурение скважины; −R  характерный раз-
мер пятна контакта долота с забоем. Тем самым метод 
В.Ф. Журавлева [18–21], предложенный им в теории 
поликомпонентного трения, при определении сил со-
противления обобщается автором статьи на задачи бу-
рения [7–11], описывающие процесс погружения вра-
щающегося тела в сопротивляющуюся среду. Момент 
сил сопротивления вращению породоразрушающего 
инструмента от разрушаемой горной породы согласно 
современному представлению равен [7–9]: 

,ρρ 0 ∆++
∆+==
ϕ&&

&

K

Rbx

x
FFM cc                   (2) 

где −ρ удельный момент сопротивления на единицу 

давления в забое, имеющий физическую природу, 
близкую к коэффициенту трения скольжения [13–15], 
который будем аппроксимировать в виде кубической 
параболы (рис. 2): 
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Рис. 2. Кубическая характеристика для удельного момента 
сопротивления (коэффициента трения скольжения) 

Кроме того предполагается, что со стороны пружи-
ны кручения действует добавочное продольное усилие 

.P∆ Физическая природа усилия P∆ заключается в 

том, что при больших углах закрутки пружина круче-
ния стремится уменьшить свои продольные размеры. 
Скручивание пружины носит стесненный характер, 

поэтому вместо укорочения пружины кручения  возни-
кает дополнительное продольное усилие [1; 13–15]: 

                  

,)( 2tP ω−ϕγ=∆                                 (4) 

где  ;
2 2H

EI=γ  −E модуль упругости материала ко-

лонны; −I момент инерции поперечного сечения рас-

тянутой части бурильной колонны; −H высота этой 

части. 
В качестве количественной  меры динамического  

воздействия на забой скважины берется модуль угло-
вой скорости долота. Предполагается, что большей 
угловой скорости долота соответствует большее воз-
действие на забой и наоборот. Кроме того предполага-
ется, что прочностные свойства породы в забое (сопро-
тивляемость на погружение) зависят от модуля угловой 
скорости долота (динамического воздействия): дина-
мическая сопротивляемость породы погружению бу-
рильной колонны в забое скважины падает по мере 
роста модуля угловой скорости вращения долота. 

Постановка и решение задачи. Будем описывать 
релаксационные режимы движения бурильной колон-
ны, когда длительные остановки диска во вращатель-
ном и (или) при поступательном движениях будут че-
редоваться с вращательным движением и (или) погру-
жением в забое скважины. Таким образом, описывае-
мая система будет являться триггерной. С учетом сде-
ланных замечаний для принятой динамической модели 
бурильной колонны уравнения движения запишутся в 
виде: 
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(5)             

Вследствие действия сил упругости в записанных 
уравнениях системы (5) предусмотрены случаи воз-
можного кратковременного отрыва долота от забоя 
скважины при PFmg ∆+≤ . Кроме того для долота 
при взаимодействии с забоем скважины предусматри-
ваются следующие режимы работ: 

1. Режим длительной остановки в поступательном 
движении: 0≡x&  и .PFmg ∆+> Предполагается, что 

при отсутствии вращения долота собственного веса 
бурильной колонны с учетом упругих сил будет недос-
таточно для начала погружения, так как в противном 
случае будет наблюдаться безостановочное погруже-
ние. Предполагается также, что действие силы тяжести 
колонны с учетом упругих сил, при малых по модулю 
угловых скоростях вращения долота (малом динамиче-
ском воздействии) может быть уравновешено силой 
сопротивления со стороны забоя и согласно второму 
равенству системы (5) будет справедливо: 
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&bR

Fxxcmg x      (6) 

откуда следует, что: 
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             (7) 

где: 

                     ∆
ϕ

+=
&bR

k 1  .                                (8) 

Будет логично назвать введенный коэффициент k 
коэффициентом динамичности. Коэффициент дина-
мичности при отсутствии погружения колонны при 
малых по модулю угловых скоростях вращения долота 
(динамическом воздействии) обеспечивает баланс силы 
тяжести колонны, упругих сил и силы сопротивления. 

Соотношение (7) показывает, что −0F соответствует 
значению силы сопротивления со стороны забоя при 
отсутствии вращения долота. С учетом найденного 
значения 0F , после деления уравнения (6) на выраже-
ние, стоящее в квадратных скобках равенства (7), и на s 
— площадь пятна контакта между долотом и забоем 

скважины — получим ,0

1

=

∆
ϕ

+

σ−σ
&bR

k
 тем самым: 

                                .
kд

σ=σ                                     (9)
 

Здесь −=σ
s

mg
статическое напряжение, вызванное 

статическим действием силы тяжести бурильной ко-

лонны; −

∆
ϕ

+

σ=σ
&bRд

1

динамическое напряжение, вы-

званное действием силы тяжести бурильной колонны, 
учитывающее динамическое воздействие (вращение) 
долота на породу в забое. Соотношение (9) позволяет 
установить связь между угловой скоростью долота и 
коэффициентом динамичности в данном режиме: 

                        ( ) .1
bR

k
∆−=ϕ&                        (10) 

Сопротивляемость породы будем определять через 
предельное напряжение, при котором начинается по-
гружение. Пусть −1σ предельное статическое напря-
жение, возникающее в породе забоя перед началом 
погружения  тела. Тогда динамическое предельное на-
пряжение согласно (9) определится через предельное 
статическое напряжение по формуле:  

                                 .1
1 kд

σ=σ                              (11) 

Очевидно, что окончание длительной остановки бу-
рильной колонны в поступательном движении про-
изойдет, как только предельное динамическое напря-
жение сравняется с напряжением, создаваемым весом 
колонны, с учетом действия сил упругости: 
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д  Последнее позволяет 

по формуле (11) определить −1k предельное значение 
коэффициента динамичности для колонны данного веса: 
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где −
σ
σ= 1

1n коэффициент запаса прочности на погру-

жение для породы в забое от действия силы тяжести 
колонны с учетом упругих сил. Согласно формуле (10) 
значение критической угловой скорости по модулю 
долота будет равно: 

                         ( ) ,11* bR
k

∆−=ϕ&                         (13) 

при достижении которой длительная остановка в по-
ступательном движении прекратится, и начнется по-
гружение. 

 Отметим, что при 
*

ϕ≤ϕ &&  движения долота будут 

соответствовать режиму «stick – slip» («прихват – про-
скальзывание» или, по-другому, «залипание – про-
скальзывание»). Такое движение, «stick – slip», харак-
теризуется периодическим или почти периодическим 
прихватом долота, во время которого оно останавлива-
ется, и последующим проскальзыванием по поверхно-
сти забоя без погружения колонны (перед началом ре-
жима погружения). При этом длительность режима 
«stick – slip» может достигать нескольких минут, а мак-
симальная интенсивность колебаний наблюдается в 
нижней части бурильной колонны [29], что может при-
вести к снижению скорости проходки и вызвать по-
вреждение долота [28]. Интересен тот факт, что в клас-
сических моделях бурильной колонны, когда процесс 
погружения не учитывался, моделирование крутиль-
ных автоколебаний релаксационного типа фактически 
означало описание режимов «stick – slip». 

Будем полагать, что во время погружения значение 
коэффициента динамичности будет оставаться равным 
предельному значению — .k1  Для дальнейшего следу-

ет иметь в виду: 
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Приведенные формулы имеют смысл, когда нет от-
рыва долота от забоя: .PFmg ∆+>  

Существенно, что коэффициент запаса прочности 
на погружение 1n  у бурильной колонны с новым, ост-
рым долотом будет меньше коэффициента запаса 
прочности со старым, затупленным долотом за счет 
увеличения площади контакта между забоем и долотом 
по мере его износа. Для точного определения значения 

1n  необходимо знать значение −s  площади общей 
зоны контакта между долотом и забоем; приближенное 
значение 1n  можно определить через модуль критиче-

ской угловой скорости вращения долота 
*

ϕ&  по форму-

ле (13), приняв 11 kn ≈  и предварительно замеряя кри-

тическую угловую скорость долота 
*

ϕ&  для каждого из 

этих случаев. Существенно, что тип долота здесь роли 
не играет. Тем самым, задаваясь численным значением 
коэффициента запаса прочности 1n , уравнения дина-
мической модели будут «настраиваться» на работу бу-
рильной колонны с заданной степенью изношенности 
имеющегося долота. Все на удивление ясно и просто, 
без необходимости использования каких-либо эмпири-
ческих соотношений, которые обычно вводятся при 
определении изношенности долота. Заметим, что при 
затупленном долоте длительность режима  «stick – slip» 
согласно формуле (13) будет больше по сравнению с 
длительностью работы нового долота в таком же  ре-
жиме, что соответствует действительности. 

2. Режим погружения бурильной колонны: 0>x&  и 
,PFmg ∆+>  когда сила тяжести колонны с учетом 

действия сил упругости за счет уменьшения сопротив-
ляемости породы при вращательном движении долота 
(динамическом воздействии) преодолевает противо-
действие сил сопротивления породы. Этот режим опи-
сывается третьим уравнением системы (5), в предпо-
ложении, что отрыва долота от забоя не происходит. 
Третье уравнение системы (5) для режима погружения 
примет вид: 
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Здесь учтено значение коэффициента динамичности 
согласно формуле (12). Далее будем различать погру-
жение бурильной колонны как в мягких породах, когда 
возможная остановка погружения происходит мягко по 
скорости, при ,x 0=&  так и в твердых породах, когда 
остановка жесткая по динамическому напряжению, при 

( ) 







ψγ−−−σ=σ 2

11 1
mg

xx
mg

cx
д , что равносильно условию: 

.
*

ϕ=ϕ &&  При жесткой остановке текущая скорость по-

гружения не успевает перед остановкой достичь нуле-
вого значения, поэтому в данном случае в момент ос-
тановки скорость скачкообразно уменьшится до нуля, 
то есть жесткая остановка будет сопровождаться уда-
ром. При мягкой остановке текущая скорость погруже-
ния уменьшается до нуля постепенно, а модуль угло-
вой скорости долота в момент остановки падает до зна-
чения меньшего критического ( )

*
ϕ<ϕ && . В этом случае 

также не исключается возможность полного прекраще-
ния вращения долота ( )0≡ϕ&  перед остановкой погру-
жения. Следует иметь в виду, что в  формуле (16) по-
следнее выражение будет иметь место только при бу-
рении в мягких породах, где предусмотрена возмож-
ность погружения перед остановкой при нулевой ско-
рости вращения долота. Условия остановки погруже-
ния будем рассматривать в зависимости от твердости 
породы, где производится бурение скважины: 

а) в случае мягких пород мягкая остановка (оста-
новка по скорости) произойдет, когда одновременно 
будут выполняться:  
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Эти условия можно представить и в таком эквивалент-
ном виде: 
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∆−≤ϕ= &&                        (18) 

В ситуации, когда: 
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остановки погружения не произойдет, так как в этом 

случае ( ) .1 2
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b) в случае твердых пород жесткая остановка (оста-
новка по динамическому напряжению) произойдет, 
когда будет выполняться: 

                      ( )
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k
∆−=ϕ=ϕ 11*

&& ,                             (20) 

то есть когда ( ) .1 2
11 
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
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mg
xx

mg

cx
д В этот 

момент, как отмечалось выше, скорость погружения 
скачкообразно уменьшится до нулевого значения, что 
приводит к удару. 

Заметим, что по мере изношенности долота, при 
увеличении коэффициента запаса прочности на погру-
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жение 1n , сила сопротивления в этом режиме будет 
увеличиваться, а скорость и глубина погружения ко-
лонны — уменьшаться. 

3. Режим отрыва долота от забоя скважины: 
.PFmg ∆+≤  Согласно уравнениям системы (5) в этом 

случае движение бурильной колонны в поступательном 
и вращательном движениях будет описываться уравне-
ниями:  
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Кратковременный отрыв долота от забоя прекратится 
только в тот момент, когда: 

,PFmgиxx ** ∆+>=− 0                 (21) 

где −**x координата погружения нижнего тела в на-
чальный момент текущего отрыва долота от забоя 
скважины. В момент восстановления контакта долота с 
забоем произойдет удар — скачкообразное уменьше-
ние скорости погружения до нулевого значения; будем 
полагать, что это пластический удар, без возможности 
последующего подпрыгивания. 

4. Режим длительной остановки для вращательного 
движения долота: 0≡ϕ&  и ,PFmg ∆+> когда упругий 

момент со стороны колонны (пружины) уравновешен 

моментом сил сухого трения. Этот режим описывается 
четвертым уравнением системы (5): 
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Окончание режима длительной остановки (срыв) 
происходит, когда момент трения покоя достигнет мак-
симального значения, т. е. когда выполняются условия:  
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5. Режим вращательного движения долота: ,0≠ϕ&  
;PFmg ∆+>  когда упругий момент пружины круче-

ния не уравновешен моментом сил сопротивления. 
Этот режим описывается четвертым уравнением сис-
темы (5): 
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Длительные остановки будут происходить тогда, когда 
одновременно выполняется: 
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в случае, когда: 
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     (25) 

долото не остановится во вращательном движении, а 
произойдет мгновенная смена направления вращения. 

С учетом сделанных выше замечаний приведенная 
двухмассовая динамическая модель бурильной колон-
ны будет описываться следующими уравнениями 
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Далее перейдем к безразмерным переменным: 
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и параметрам: 
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 Обозначив для дальнейшего точкой производную уже 
по безразмерному времени τ , сформулированная зада-
ча (26) в безразмерном виде запишется следующим 
образом: 

Частные случаи и варианты работы для введен-
ной двухмассовой модели бурильной колонны. 
Предложенная модель крутильно-продольных автоко-
лебаний бурильной колонны достаточно универсальна 

и предусматривает путем изменения одного-двух па-
раметров системы автоматическую настройку уравне-
ний модели на следующие частные случаи и варианты 
работы. 

1. Для моделирования релаксационных режимов по-
гружения, когда предусматриваются длительные оста-
новки (заклинивания) в погружении бурильной колон-
ны, следует задавать: ( ),00 ≠∆≠δ

 
а угловую скорость 

закрутки верхнего сечения из условия ,0Ω<Ω  что 
должно соответствовать падающей ветви кубической 
характеристики для удельного момента сопротивления 
( −Ω0 безразмерный аналог значения угловой скорости, 
при которой кубическая характеристика удельного мо-
мента сопротивления принимает минимальное значе-
ние). 

2. Для моделирования безостановочных погруже-
ний бурильной колонны следует задавать: 

( )11 <<∆<<δ
 
или чтобы для угловой скорости за-

крутки верхнего сечения соблюдалось условие: 
,0Ω>Ω  что соответствует восходящей ветви кубиче-

ской характеристики для удельного момента сопротив-
ления. 

3. Двухмассовая модель крутильно-продольных ав-
токолебаний переходит в одномассовую модель кру-
тильных автоколебаний [9], если ( ).001 ==λ=λ xc

 
В 
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этом случае первое уравнение системы (29) надо от-
бросить, так как оно теряет смыл. Причем если 

( ),00 ≠γ≠r то при описании  крутильных автоколеба-
ний будут моделироваться и возможности кратковре-
менных отрывов долота от забоя скважины вследствие 
действия добавочной силы стеснения со стороны пру-
жины кручения при больших углах закрутки.  

4. В случае глубокого бурения следует положить, 
что упругость крутильной пружины нелинейна, а доба-
вочная сила стеснения со стороны пружины кручения 
отлична от нуля: ( ).0000 ≠γ≠β≠≠α ϕ иrи При опи-

сании неглубокого бурения следует положить: 
( ).00 =γ=β==α ϕr  

5. При бурении в мягких породах подразумевается, 
что коэффициент запаса прочности 1n  породы на по-
гружение невелик, а в случае бурения в твердых поро-
дах — имеет большое значение. 

6. Для того чтобы модель бурильной колонны не 
учитывала процесс погружения (классический вариант) 
и превратилась в ранее изучаемую при описании кру-
тильных автоколебаний модель [5; 6], следует принять:

 0=b и ( ) .001 =γ===λ=λ xcr  
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Выводы 
1. Построена принципиально новая динамическая 

модель для описания крутильно-продольных автоколе-
баний релаксационного типа бурильной колонны с уче-
том процесса погружения по мере углубления забоя 
скважины (корректные модели для описания крутиль-
но-продольных автоколебаний с учетом погружения 
ранее не вводились). 

2. Обобщена и уточнена теория погружения вра-
щающегося твердого тела в сопротивляющейся среде с 
учетом возможностей длительных остановок (заклини-
вания) как в поступательном, так и во вращательном 
движении (на примере работы бурильной колонны при 
бурении скважин). Теория может быть использована и 
при решении других задач подобного типа: сверления, 
шлифования, заглаживания незатвердевших поверхно-
стей [12]. 

3. Описанная теория погружения бурильной колон-
ны во время бурения скважин дает полный алгоритм 
для проведения численных расчетов происходящих 
динамических процессов и определения параметров 
бурения, таких, например, как скорость и глубина по-
гружения колонны. Результаты численного счета, под-
тверждающие жизнеспособность данной модели, будут 
опубликованы в следующей работе автора; результаты 
численного моделирования для крутильных автоколе-
баний, частного случая модели, приведены в работах 
[7–11].  

4. Теория погружения дает основу для проведения 
приближенно-аналитических исследований качествен-
ных особенностей поведения бурильной колонны в 
процессе бурения, в частности, определения областей 
неустойчивости, наступления детерминированного 
хаоса. Записанные уравнения достаточно сложны для 
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проведения аналитических исследований; для этих це-
лей представляют интерес отмеченные выше частные 
случаи модели. 

5. Приведенная теория является обобщением недав-
них публикаций [7–11] автора на данную тему. Кроме 
того, в этой работе приводится ряд дополнений и уточ-
нений основных концепций излагаемых вопросов, та-
ких как: 

a. В отличие от ранее принятого [7–11], прочност-
ные свойства породы не следует скачкообразно  
уменьшать при переходе от режима длительной оста-
новки поступательного движения в режим погружения. 
Следовательно, значение предельного напряжения по-
роды и значение коэффициента динамичности не сле-
дует скачкообразно уменьшать на величину 1ε , как это 
ранее предполагалось (хотя и случай постоянства 
прочностных свойств в прежнем варианте тоже не ис-
ключался). 

b. Остановка погружения может происходить в двух 
вариантах: по скорости («мягкая» остановка для мягких 
пород) и по динамическому напряжению («жесткая» 
остановка с ударом для твердых пород). Ранее [7–11] 
молчаливо предполагалось, что остановка погружения 
может быть только «мягкой» по скорости, твердость 
породы во внимание не принималась. 

c. Предусмотрена возможность учета степени изно-
са долота при описании процесса бурения — уравнения 
модели делают это автоматически. Изношенность до-
лота учитывается по значению −1n коэффициенту за-

паса прочности на погружение: меньшему значению 1n  
соответствует меньшая изношенность и наоборот. Су-
щественно, что тип и модель долота здесь роли не иг-
рают, никакие эмпирические соотношения не исполь-
зуются. 

d. Значение −0F  силы сопротивления при отсутст-
вии вращения долота — в задачах такого типа следует 
определять так, как это сделано в данной работе, т. е. 
из уравнения для режима длительной остановки в по-
ступательном движении. Прежний подход [7–11] при 
описании крутильных автоколебаний, хоть и не вызы-
вал ошибку в определении ,F0  но был менее корректен 
и мог привести к неоднозначности в нахождении этой 
величины при рассмотрении более общих случаев. 

e. Введена дополнительная продольная сила стесне-
ния P∆ , возникающая со стороны пружины кручения 
вследствие того, что при больших углах закрутки пру-
жина кручения стремится уменьшить свои продольные 
размеры. 

f. Поясняется, при каких значениях параметров бу-
дут работать приведенные частные случаи принятой 
динамической модели бурильной колонны. В частно-
сти, приводятся варианты описания погружения ко-
лонны с длительными остановками и безостановочного 
бурения.  

g. Режимы «stick – slip» («прихват – проскальзыва-
ние») при описании бурения проявлялись и в прежних 
моделях автора [7–11], когда шла речь о крутильных 
автоколебаниях, но были «замечены» только сейчас. 

 

Заключение 
Приведенная динамическая модель бурильной ко-

лонны нуждается в дополнительном численном и ана-
литическом исследовании. На ее основе можно перехо-
дить к другим, более общим и интересным моделям. 

 В этой модели заложены основные концепции для 
перехода к качественно новому этапу изучения дина-
мики бурильной колонны — с учетом динамики про-
цесса погружения по мере углубления забоя скважины, 
что до разработки теории погружения вращающегося 
тела в сопротивляющейся среде, излагаемой в работах 
[7–11] автора, делать не удавалось. 

 Автор выражает надежду, что предложенная дина-
мическая модель бурильной колонны будет замечена 
специалистами и получит дальнейшее развитие как в 
изучении приведенной модели и ее частных случаев, 
так и в разработке новых моделей. 
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