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В статье исследована параметрическая зависимость для двумерной и трехмерной систем. Изначально была изучена ка-
ждая из них с разных сторон, в данной статье они представлены структурным графом, системой ограничений, ограниче-
ниями операторов и ошибками по каждой координате — все формулы были взяты из источников [1; 2]. Необходимо найти 
значения элементов операторов для каждой системы по функции цели управления gn, стремящегося к минимуму, где функция 
цели представляет собой ошибку по одной координате. Соответственно, чем ниже данный показатель, тем более устойчива 
и надежна система. Для решения был применен метод наискорейшего градиентного спуска, задачей которого является бы-
стрый поиск результата за малое количество шагов с возможностью изменить длину шага во время работы. При анализе 
двумерной системой был составлен алгоритм решения задачи и показано количество шагов для достижения цели. На послед-
нем шаге получены результаты, подвергшиеся проверке. Структура алгоритма представлена в виде рисунка, значения функ-
ции цели на каждом шаге — в виде таблицы. Решение трехмерной системы было аналогичным, а полученный результат 
также проверен. В ходе работы изучено множество российских и иностранных источников, рассмотрено применение много-
мерных систем на практике. По результатам расчетов сделаны исчерпывающие выводы. 
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The article examines the parametric dependence for two-dimensional and three-dimensional systems. Originally each of them has 
been studied from different angles. In this article they are presented with a structural graph, constraint system, constraints of operators, 
and errors for each coordinate. All formulas have been taken from reference books [1;2]. It is necessary to find the values of the ele-
ments of operators for each system by applying objective operation function gn , where operation tends to a minimum and the objective 
function represents the error for one coordinate. Therefore, the lower this figure is, the more stable and reliable the system become. To 
solve the systems, the technique of the fastest gradient descent has been applied. Its task is to search results fast at a small number of 
steps and with possibility to change the step length during operation. When analyzing, two-dimensional system has constructed an algo-
rithm to solve the problem and shown the number of steps to achieve the objective. During the last step, the results have been obtained 
and examined. The algorithm structure has been presented in the form of a drawing. The algorithm values of the objective function have 
been presented in tabular form at every step. The solution of three-dimensional system has been the same. The result obtained has also 
been examined. While conducting the research, many domestic and foreign sources have been studied. Application of multidimensional 
systems in practice has been examined. According to the calculation results, comprehensive conclusions have been drawn. 
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Введение 
В теории управления особая роль принадлежит 

многомерным объектам, синтез которых представляет 
значительные трудности, а их взаимное объединение 
предопределяет необходимость проведения системных 
мероприятий, которые обеспечивают создание сложной 
системы. 

В данной статье представлен способ синтеза дву-
мерных и трехмерных систем с целью обоснования 
требований и параметров замкнутых систем управле-
ния образующих двумерные и трехмерные объекты 
связных систем управления. Для этого были последо-
вательно выполнены  следующие этапы: 

– анализ свойств объекта управления; 
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– представление объекта в виде графа; 
– разработка математической модели в виде систе-

мы уравнений; 
– составление алгоритма решения; 
– нахождение решения; 
– выводы. 

Исследование двумерной системы. Пусть дана 
двумерная система, структурный граф которой [1] 
представлен на рис. 1, где хi (i = 1..6) — переменные 
фазовые координаты; а, А, В — операторы замкнутых 
систем; D — оператор связности объекта; х01 и х03 яв-
ляются ошибками по координатам. 

Передаточная функция замкнутой системы по вы-
ходному воздействию определяется выражением: 

Ф � ��
��

 ,                                   (1) 

где у1 — выходное воздействие; у2 — входная величи-
на. При этом должно выполняться условие 0 < Ф < 1. 

Двумерная система рассмотрена в прямоугольной 
системе координат (рис. 2), где координата 0У соот-
ветствует А, а координата 0Х соответствует В. Вместе 
они характеризуют оператор D. Эта взаимосвязь опи-
сана в системе ограничений (2) в заданных ограниче-
ниях операторов (3), по известным входным воздейст-
виям получаем ошибки для каждой следящей двумер-
ной системы (4). Необходимо найти значения для ка-
ждого оператора при функции цели (5), стремящейся 
к минимуму. 

  

 
 

Рис. 1. Граф двумерной системы 
 

 
Рис. 2. Прямоугольная система координат 
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Решение задачи. Для решения двумерной задачи 

использован метод наискорейшего градиентного спус-
ка [2] и разработан алгоритм решения [3]. Сначала оп-
ределяется исходная точка, а дальнейшие расчеты про-
двигаются с одинаковым шагом 0,1, пока уменьшаются 
значения функции. Если на одном из шагов функция 
возрастает, то движение останавливается, и последний 
шаг отменяется, после чего вычисляется новое направ-
ление движения.  На рис. 3 показана структурная схема 
алгоритма [4]. 

Результат был получен за 14 шагов (табл. 1), каж-
дый шаг (для операторов) с интервалом 0,1. На 13-м 
шаге был задействован 2-й цикл, после этого интервал 
стал равен 0,09. Получена функция цели gn, равная ну-
лю при A = 0,99; B = 0,90; D = 1,4 и a = 0,7. На  рис. 4 
представлена  проверка полученного решения в целом 
и по элементам. Придаточная функция замкнутой дву-
мерной системы  по выходному значению равна 0,7. 

Таблица 1 

Значения функции цели на каждом шаге 

Номер 
шага 

A B D gn 

1 0,1 0,1 0,1 9 

2 0,2 0,2 0,2 2 

3 0,3 0,3 0,3 0,777 

4 0,4 0,4 0,4 0,374 

5 0,5 0,5 0,5 0,198 

6 0,6 0,6 0,6 0,108 

7 0,7 0,7 0,7 0,058 

8 0,8 0,8 0,8 0,027 

9 0,9 0,9 0,9 0,008 

10 0,9 0,9 1 0,007 

11 0,9 0,9 1,1 0,005 

12 0,9 0,9 1,2 0,002 

13 0,9 0,9 1,3 0,003 

14 0,99 0,99 1,4 0 
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Рис. 3. Структурная схема алгоритма 

 
Рис. 4. Проверка решения 

Описание трехмерной системы. Это система, ра-
ботающая с тремя векторами. Трехмерная система 
(рис. 5) описывается системой ограничений (6) в за-
данных ограничениях операторов (7). По известным 
входным воздействиям получаем ошибки бля каждой 
следящей трехмерной системы (8). Целью данной ра-
боты является найти значения для каждого оператора 
при функции цели (9), стремящейся к минимуму. 

Элементы А, В, С и D — передаточные функции 
замкнутых систем; х1, х3 и х5 — входные воздействия; 
х8 — выходная величина трехмерной системы [5].  

 
Рис. 5. Граф трехмерной системы 
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Результат был получен с пошаговым интервалом 

0,1. Алгоритм решения трехмерной системы (рис. 6) 
подобен алгоритму двумерной системы. Функция цели 
gn достигла минимума, равного 0,00086 при A = 0,9; 
B = 0,9; С = 0,9; D = 1,2; g = 0,6; b = 0,7. На рис. 7 пред-
ставлена  проверка полученного решения в целом. 
Придаточная функция замкнутой трехмерной системы  
по выходному воздействию равна 0,57. 

 

Начало 

Выбор начальных 
точек: 

х5, А, В, D > 0  

Вычисление: 

 
 

∆A = A* - A < 0 

∆B = B* - B < 0 

∆D = D* - D < 0 

Задание новых точек: 

A*, B*, D* 

Конец 

Вывод 

данных 

да 

да 
0 < gn < gn-1 

нет 

нет 

gn ≈ 0 
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Рис. 6. Алгоритм решения трехмерной системы 

 
Рис. 7. Решение трехмерной системы 

Выводы 
Анализ полученных результатов выявил характер-

ную особенность, присущую многомерным системам с 
автоматическим регулированием — взаимное влияние 
на регулируемые величины [6].  

Бурное развитие информационных систем ставит 
различные проблемы — работа с огромным количеством 
однотипной информации по одному объекту, представ-
ление объемных изображений и работа с ними, проведе-
ние сложнейших математических операций, связанных с 
взаимодействием различных объектов, отражение раз-
личных структур и взаимосвязей в наглядном виде и др. 
[7–9]. Каждая из приведенных проблем может быть ре-
шена лишь в многомерных системах. 

Интерес для практики представляют только устой-
чивые системы, обеспечивающие определенный ко-
нечный результат на выходные сигналы [10]. Успех в 
многомерном проектировании зависит от уровня раз-
вития теории управления, внедрения используемых 
методов машинной реализации, алгоритмической и 
технической возможности вычислительной техники 
[11; 12].  

К многомерным относятся системы, у которых име-
ется несколько управляемых и управляющих величин. 
Например, система автоматического регулирования, 
системы управления подвижными предметами, автома-
тизация промышленной работы и др. — такие системы 
предполагают наличие многомерного объекта управле-
ния, который характеризуется входными и выходными 
данными [13]. 

Учитывая, что многомерные системы используются 
инженерами, они должны обладать точным решением с 
заранее известной ошибкой [14]. Это является пробле-
мой, так как высокоточное оборудование должно на-
страиваться в зависимости от поставленной задачи, а 
неверные расчеты могут привести к поломке такого 
оборудования [15]. В статье предложено решение по-
добной проблемы на основе двумерной и трехмерной 
систем. 

Во-первых, была изучена и решена задача двумер-
ной системы на основе метода наискорейшего гради-
ентного спуска, получены конкретные значения и про-
ведена проверка. Во-вторых, аналогичным способом 
решена задача трехмерной системы. Многомерные сис-
темы синтезируются комбинацией простых чисел. 
Двумерная и трехмерная системы являются одними из 
составляющих элементов для всех видов многомерных 
систем.  

Разработки по многомерным системам крайне зна-
чимы, поскольку пересекаются с множеством других 
наук и дополняют их. Весь перечень их применения в 
данном направлении приведен в литературе [16]. 
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