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Статья посвящена анализу инженерных подходов к определению внедрения сферы и шероховатой поверхности в полимер-
ный слой. Как известно, в большинстве случаев классические решения контактных задач для тел с изменяющимися по глубине 
механическими характеристиками не позволяют применять полученные результаты для практических целей обеспечения 
заданных условий трения, изнашивания и герметичности. Показано, что наиболее практичными являются инженерные ме-
тоды решения контактных задач на основе упрощающих гипотез, например, представление слоистого тела как конструкции 
с особыми механическими свойствами, зависящими от механических свойств материалов основания и покрытия, а также 
толщины покрытия. Анализ использования предлагаемых инженерных решений при расчетах величины внедрения сферы пока-
зал преимущества метода, основанного на жесткостной модели слоистого тела. При этом эффективный модуль упругости 
и коэффициент Пуассона определяются для любых значений толщины покрытия при осесимметричном нагружении слоисто-
го полупространства. Предлагаемое инженерное решение по изменению эффективного модуля упругости хорошо сочетается 
с дискретной моделью шероховатости, что позволяет успешно определять контактные характеристики при взаимодейст-
вии шероховатой поверхности со слоистым телом для разных видов контакта. Сравнение полученных зависимостей для оп-
ределения сближения шероховатой поверхности со слоистым полупространством с опубликованными экспериментальными 
данными продемонстрировало удовлетворительное совпадение. В целом полученные результаты подтверждают высокую 
чувствительность предлагаемого метода к изменению толщины покрытия и его механических свойств. 

  
Ключевые слова: полимерное покрытие; слоистое полупространство; переменный модуль упругости; внедрение сферы; 

шероховатая поверхность; сближение поверхностей. 
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The article is devoted to the analysis of engineering approaches to determining the introduction of a sphere and a rough surface in-
to a polymer layer. As is known, in most cases, classical solutions of contact problems for bodies with varying mechanical properties do 
not allow the applied results to be applied for practical purposes to provide specified conditions for friction, wear and tightness. It is 
shown that the most practical are the engineering methods for solving contact problems based on simplifying hypotheses, for example, 
the representation of a layered body as a construction with special mechanical properties that depend on the mechanical properties of 
the base and coating materials and the coating thickness. Analysis of the use of the proposed engineering solutions in calculating the 
value of the introduction of the sphere showed the advantages of the method based on the rigid model of the layered body. In this case, 
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the effective modulus of elasticity and the Poisson's ratio are determined for any values of the thickness of the coating for axially sym-
metric loading of a layered half-space. The proposed engineering solution for changing the effective modulus of elasticity is well com-
bined with a discrete roughness model, which makes it possible to successfully determine the contact characteristics when a rough sur-
face interacts with a layered body for different types of contact. A comparison of the obtained dependences for determining the ap-
proach of a rough surface to a layered half-space with published experimental data has demonstrated a satisfactory agreement. In gen-
eral, the results obtained confirm the high sensitivity of the proposed method to a change in the thickness of the coating and its mechan-
ical properties. 

 
Keywords: polymer coating; layered half-space; variable modulus of elasticity; introduction of sphere; rough surface; convergence 

of surfaces. 
 
Введение 
В уплотнительной технике, если позволяет темпера-

турный диапазон, широко используются металлополи-
мерные уплотнения [1]. При этом возникает необходи-
мость решать ряд сложных проблем, связанных с обес-
печением минимального давления на уплотнитель при 
сохранении заданной нормы герметичности соединения, 
минимального коэффициента трения сопряжений, рабо-
тающих в широком температурном диапазоне, в услови-
ях повышенного давления сред и вакуума. Одно из пер-
спективных направлений, повышающих эффективность 
работы уплотнений и узлов трения — нанесение на их 
рабочие поверхности полимерных покрытий или ис-
пользование тонких полимерных пленок [2]. Опыт экс-
плуатации уплотнений и узлов трения с такими покры-
тиями показывает, что их эксплуатационные показатели 
определяются не только свойствами материала покры-
тия, но и его толщиной. 

Наличие покрытия предполагает учет изменения 
механических свойств в зависимости от расстояния до 
поверхности. В рамках теории упругости это означает, 
что следует рассматривать упругое тело с изменяющи-
мися значениями модуля упругости и коэффициента 
Пуассона [3]. 

Контактные задачи для тел с изменяющимися по глу-
бине механическими характеристиками рассмотрены 
многими исследователями [3–10 и др.]. По мнению автора 
[3], методы исследования можно разделить на три боль-
ших группы: аналитические (главным образом асимпто-
тические), численные и численно-аналитические методы. 
Однако применять полученные результаты для решения 
практических задач трения, изнашивания и герметично-
сти не удается. Исключением является работа [2], в кото-
рой для решения пространственной осесимметричной 
задачи использован метод интегрального преобразования 
Фурье–Бесселя, позволяющий получить выражения для 
описания напряженно-деформированного состояния в 
упругом слое при внедрении в него сферического инден-
тора в форме, доступной для практического использова-
ния. В этом плане следует также отметить работу [11], где 
приведено приближенное решение осесимметричной 
контактной задачи для упругого слоя конечной толщины. 
Практическая значимость полученного решения состоит в 
том, что зависимости между основными параметрами 
упругого контакта были выделены в замкнутой форме. 

В отдельную группу следует отнести инженерные 
методы решения контактных задач на основе упро-
щающих гипотез, например, представление слоистого 
тела (топокомпозита, по определению Н.А. Воронина 
[12]) как конструкции с особыми механическими свой-
ствами, зависящими от механических свойств материа-
лов основания и покрытия, толщины покрытия. В рабо-

тах [13, 14] для этой цели предложено использовать 
теорию Герца. На основе достоверных результатов для 
крайних значений толщин покрытия и с использовани-
ем двухточечной аппроксимации Паде получено выра-
жение для безразмерного упругогеометрического пара-
метра, с помощью которого определяются упругая по-
стоянная топокомпозита и все основные характеристи-
ки при его осесимметричном нагружении. Авторами 
[15–19], по мере развития метода на основании жестко-
стной модели слоистого тела, определены упругая по-
стоянная (или эффективный модуль упругости) и коэф-
фициент Пуассона для любых значений толщин покры-
тия при осесимметричном нагружении слоистого полу-
пространства. При этом использовался классический 
подход, основанный на применении потенциальных 
функций Бусинеску  для перемещения любой точки по 
оси симметрии внутрь однородного полупространства 
[20]. Используя достижения предшествующих работ 
[15–19], автором [21] предложена упрощенная модель 
слоистого тела, что является альтернативным и более 
простым инженерным решением при определении от-
носительной площади контакта через тонкие слои уп-
ругого [22–24], вязкоупругого [25] и упругопластиче-
ского [26, 27] покрытий. 

Целью настоящего исследования является проверка 
инженерных подходов к определению внедрения сферы 
и шероховатой поверхности в полимерный слой. 

Контакт сферы со слоистым полупространством. 
Согласно приближенному решению задачи о внедрении 
сферы радиусом R в упругий слой толщиной δ, лежащий 
на жестком основании [11], имеем: 
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где P — усилие, приложенное к сфере; w — величина 

внедрения; a — радиус площадки контакта; 

( ),12 2ν−=θ E
 
E и ν  — модуль упругости и коэффи-

циент Пуассона упругого слоя; ( )δaNi  — функции, 
приведенные в [11]. 

Введем обозначения: δ=α a , Rδ=δ , hww = , 
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(1) и (2) в виде: 

( ) ( )
( ) ,

1

8

3

4
,

1

3333

α−
α⋅δα

π
+δα=δα

N

N
P       (3) 



Systems Methods Technologies. A.S. Kozhevnikov et al. The introduction of a rigid … 2017 № 4 (36) p. 102-107 

 

104 

( ) ( )
( ).1

4
,

1

22

α−
α⋅δα

π
−δα=δα

N

N
w        (4) 

Определим аналогичные зависимости для внедре-
ния сферы в слоистое полупространство, используя 
инженерные решение из [21]. Схема контакта пред-
ставлена на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Схема контакта сферы (сферической неровности) со 
слоистым полупространством 

 
Эффективный модуль упругости определяется вы-
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Для случая контакта жесткой сферы с упругим 
слоистым полупространством сближение и радиус пят-
на контакта определяются выражениями: 
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Используя формулу Герца для радиуса пятна кон-
такта: 
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С учетом вышепринятых обозначений и выражений 

(5), (6) и (8): 

( ) ( ),,
3

4
, 33

eIFP αδα=δα                 (11а) 

( ) ( )[ ] 3

2
2 ,, −α⋅δα=δα eIFw ,            (11б) 

здесь .1 δ==α − az  
 

а)  
 

б)  

Рис. 2. Зависимости относительного внедрения от относи-

тельной нагрузки:  а) 2.0=δ ; б) 1=δ . 
 

На рис. 2 представлены зависимости относительно-
го внедрения от относительной нагрузки: кривая 1 со-
ответствует выражениям (11); кривая 2 — выражениям 
(3) и (4); кривая 3 и 4 — соответственно данным работ 
[2, выражение (2.39)] и [13, выражение (20)], приведен-
ным к принятым обозначениям; кривая 5 соответствует 
внедрению сферы в упругое полупространство из мате-
риала покрытия. 

Контакт шероховатой поверхности через слой 
полимерного покрытия. Используем дискретную мо-
дель шероховатости в виде набора сферических сег-
ментов радиусом R, высотой maxRω  и радиусом осно-

вания ac [28]. Схема взаимодействия отдельной неров-
ности представлена на рис. 1. Принимая функ- цию 
распределения неровностей ( )unϕ  непрерывной, опре-

делим число неровностей в слое между уровнями u и 
duu + : ( )duundn ncr ϕ′= ,                         (12) 

где ( )2
ccc aAn π= , cA  — контурная площадь. 

При описании опорной кривой бета-функцией 
плотность функции распределения неровностей по вы-
соте описывается выражением: 

  ( ) ( ) ( )( )( )[ ]
( ) 11

22

1

1111
−−

−−

ε−ε
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q
s

p
s

qp

n
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где p и q — параметры бета-функции, которые опреде-
ляются высотными параметрами шероховатости; sε  

определяется из условия ( ) 1=εϕ sn ; sε−=ω 1 . 
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При описании опорной кривой параболой имеем: 

( ) ( )
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s
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u
u  ,                         (14) 

где ν  — параметр опорной кривой. 
Используя решение задачи Герца о внедрении сферы 

на величину ( )uRhi −ε= max  в упругое полупространство, 

определяем необходимое для этого усилие iN : 
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Суммируя по всем неровностям и учитывая, что 
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Для определения )(1
*
01 iii zFEE ⋅= ∗  используем вы-

ражения (5) – (7). Величину iz  представим в виде: 
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Используя выражение (7), имеем: 
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Значения ( )uK ,,1 εγ  рассчитываются по выраже-
нию (7) с учетом (17) и (19). 

Подставляя выражение (20) в (16) и учитывая, что 
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или в безразмерной форме: 
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На рис. 3 представлены зависимости сближения 
шероховатой поверхности и полимерного слоя от но-
минального давления, рассчитанные в среде Mathcad 

по выражению (21). Точками обозначены предвари-
тельно «оцифрованные» экспериментальные данные, 
приведенные в работе [2, рис. 3.14]. В расчетах исполь-
зовались следующие параметры шероховатости: 

25.8max =R мкм, 20=R мкм, 9.1=b , 59.1=ν , что 

соответствует параметрам 05.2=p  и 5.2=q  при опи-

сании опорной кривой бета-функцией. Как видно (рис. 
3), результаты расчетов и экспериментов по внедрению 
шероховатой поверхности в полимерные покрытия 
удовлетворительно совпадают, средние отклонения для 
каждой кривой не превышают 11 %. 
 

а)  
 

б)  
 

Рис. 3. Зависимости сближения шероховатой поверхности и 
полимерного слоя от номинального давления а – фторопласто-
вое покрытие ФБФ-74Д (1 – при δ=12 мкм; 2 – при δ=25 мкм; 3 
– «массивный» материал ; б – пленки лавсановая δ=25 мкм 
(кривая 1) и полиамидная ПМ-1, δ=45 мкм (кривая 2) 

 
Обсуждение полученных результатов. Проверка 

инженерных решений по исследованию изменения мо-
дуля упругости в зависимости от отношения радиуса 
пятна контакта к толщине полимерного покрытия α  
проводилась по двум направлениям. Во-первых, срав-
нивались результаты использования предлагаемых ре-
шений при внедрении сферы в полимерный слой; во-
вторых, исследовалось применение лучшего решения 
для расчета величины внедрения шероховатой поверх-
ности в полимерный слой разной толщины и с разными 
механическими характеристиками. 
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Так как приближенное решение осесимметричной 
контактной задачи для упругого слоя конечной толщи-
ны [11] предполагает жесткую «нелицевую» поверх-
ность, что близко к рассматриваемому случаю – поли-
мерному слою, то полученный по внедрению сферы  
результат должен быть нижней границей по использо-
ванию предлагаемых решений. Верхняя граница долж-
на соответствовать внедрению сферы в полупростран-
ство из материала покрытия. На рис. 2 нижняя и верх-
няя границы соответствуют кривым 2 и 5. Как видно на 
рис. 2, ближе всех к решению [11] расположена зави-
симость (кривая 1), основанная на подходах, предло-
женных в работах [17–19, 21]. Кривые 3 и 4 располо-
жены несколько выше, что, возможно, объясняется по-
грешностями аппроксимации предлагаемых инженер-
ных решений при 01.0...002.0=eI . 

При контактировании шероховатой поверхности че-
рез полимерный слой учитывалось, что каждой неров-
ности соответствует определенный модуль упругости, 
который определяется уровнем вершины и величиной 
сближения. Таким образом, предлагаемое инженерное 
решение по изменению модуля упругости проверялось 
интегрально для всех неровностей одновременно. По-
лученные результаты показали высокую чувствитель-
ность предлагаемого метода к изменению толщины 
покрытия и его механических свойств. 

Заключение 
1. В большинстве случаев решения контактных за-

дач для тел с изменяющимися по глубине механиче-
скими характеристиками не позволяют применять по-
лученные результаты для решения практических задач 
трения, изнашивания и герметичности. 

2. Более простыми в этом плане являются инженер-
ные методы решения контактных задач на основе уп-
рощающих гипотез, например, представление слоисто-
го тела как конструкции с особыми механическими 
свойствами, зависящими от механических свойств ма-
териалов основания и покрытия, толщины покрытия. 

3. Анализ предлагаемых инженерных решений пока-
зал преимущества метода, основанного на жесткостной 
модели слоистого тела. При этом эффективный модуль 
упругости и коэффициент Пуассона определяются для 
любых значений толщин покрытия при осесимметрич-
ном нагружении слоистого полупространства. 

4. Предлагаемое инженерное решение по измене-
нию эффективного модуля упругости хорошо сочетает-
ся с дискретной моделью шероховатости, что позволяет 
успешно определять контактные характеристики при 
взаимодействии шероховатой поверхности со слоистым 
телом. 
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