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В статье получают развитие методологические позиции в оценке динамических свойств и особенностей взаимодействия 
элементов в механической диаде. В рассматриваемом случае диада представляет собой структурное образование из двух 
массоинерционных элементов, соединенных упругим элементом при действии внешних гармонических сил. Предложены прие-
мы построения математических моделей и определения основных динамических характеристик. Диада рассматривается в 
состоянии изоляции от связей с опорными поверхностями и другими элементами. Показано, что диада, по существу, выпол-
няет функции некоторого фундаментального структурного образования, свойства которого предопределяют динамические 
возможности механических колебательных систем, возникающие при наложении на диаду динамических связей. Математи-
ческая модель диады формируется на основе линейных дифференциальных уравнений 2-го порядка с постоянными коэффици-
ентами. Предлагается метод построения структурных математических моделей, ориентированных на решение задач дина-
мики объектов, связанных с вибрационной защитой. Приводится детализированная технология преобразования исходных 
моделей на основе формализма Лапласа и введения понятий о передаточных функциях системы и межпарциальных связей. 
Получены аналитические соотношения, определяющие динамические свойства диад, которые проявляются через отношения 
амплитуд колебаний координат системы. Предложено физическое трактование особенностей энергетического метода оп-
ределения частот собственных колебаний системы. 
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Methodological positions in estimation of dynamic properties and features of interaction of elements in a mechanical dyad are de-
veloped. In the case under consideration, the dyad is a structural formation of two mass inertia elements connected by an elastic ele-
ment under the action of external harmonic forces. Techniques of construction of mathematical models and estimation of the basic dy-
namic characteristics are offered. The dyad is considered in isolation condition from ties with support surfaces and other elements. It is 
shown that the dyad performs the functions of some fundamental structural formation, the properties of which predetermine the dynamic 
possibilities of mechanical oscillatory systems that arise when dynamic bonds are superimposed on the dyad. The mathematical model 
of a dyad is formed on the basis of the linear differential equations of the second order with constant coefficients. A method is proposed 
for constructing structural mathematical models oriented to solving the problems of the dynamics of objects associated with vibration 
protection. A detailed technology for transforming initial models based on the Laplace formalism and introducing concepts on transfer 
functions of the system and inter-partial connections is given. Analytical relations are obtained that determine the dynamic properties of 
dyads, which are manifested through the ratio of the amplitude of the oscillations of the coordinates of the system. A physical interpreta-
tion of the features of the energy method for determining the frequencies of the natural oscillations of the system is proposed. 
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Введение 
Задачи динамики современных транспортных и тех-

нологических машин разнообразны и во многих случа-
ях требуют построения математических моделей и ис-
пользования аналитических методов. В качестве рас-
четных схем технических объектов широко применя-
ются механические колебательные системы с одной 
или несколькими степенями свободы. Теоретические 

основы решения задач защиты машин, оборудования и 
аппаратуры от вибрационных воздействий, в целом 
характерных для современных условий эксплуатации 
высокопроизводительной техники, нашли отражение в 
работах отечественных и зарубежных специалистов [1–
5]. Предпроектные исследования, оценка и изучение 
динамических свойств технических объектов с учетом 
особенностей их конструктивно-технического оформ-
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ления, действия внешних возмущений, возникновения 
сопутствующих динамических эффектов являются 
важнейшими этапами в разработке новой техники, об-
ладающей высокими параметрами надежности и безо-
пасности эксплуатации [6–8]. 

Развитие теории колебаний в ее различных приклад-
ных направлениях предлагает достаточно широкий 
спектр возможных подходов, методов, основанных на 
использовании аналитического аппарата теории цепей и 
теории автоматического управления, что отражает рас-
ширение функциональных возможностей машин [9–11]. 

Вместе с тем, возрастает интерес к углублению и 
детализации представлений о динамических взаимо-
действиях элементов, основанных на развитии новых 
подходов, связанных с учетом возможностей введения в 
механическую систему дополнительных связей, меха-
низмов и устройств для преобразования движения, ис-
пользования в задачах динамического анализа и синте-
за структурных образований и др. [12–15]. 

В предлагаемой статье рассматриваются возможно-
сти развития новых подходов в формировании теорети-
ческих основ анализа и синтеза виброзащитных систем 
на основе представлений об особых структурных обра-
зованиях (диадах), составляющих основу или своеоб-
разное «ядро» механической колебательной системы с 
двумя степенями свободы. 

Общие положения. Постановка задачи исследо-
вания. Структурные математические модели систем с 
несколькими степенями свободы обычно строятся на 
основе парциальных систем, имеющих одну степень 
свободы. Технология получения и использования 
структурных схем на таких подходах изложена в рабо-
тах [2, 11, 15, 16]. Вместе с тем, в структурных схемах с 
тремя и более степенями свободы делались попытки 
использовать парциальные системы более сложного 
вида, в частности, парциальные системы с двумя сте-
пенями свободы. Детализированные представления 
взаимодействий подобного рода рассмотрены в работах 
[17, 18]. Промежуточной формой представлений о пар-
циальных системах может быть выбрана диада как не-
которое структурное образование, обладающее опреде-
ленным набором устойчивых динамических свойств и 
способное выступать в качестве системообразующего 
начала при построении механических колебательных 
систем общего вида [9, 19, 20]. 

Применительно к линейным цепным механическим 
системам, имеющим несколько степеней свободы и 
совершающим малые прямолинейные колебательные 
движения, диада может быть представлена в виде двух 
массоинерционных элементов, соединенных между 
собой пружиной и совершающих прямолинейное коле-
бание, как это показано на рис. 1. 

Рассматривается структурное образование из двух 

массоинерционных элементов 1m  и 2m , соединенных 

линейной пружиной с жесткостью 2k  (рис. 1). Внешние 

гармонические силы )sin(11 tQq ω=  и )sin(22 tQq ω=  

приложены к массоинерционным элементам; силы со-

противления полагаются малыми; система обладает 
линейными свойствами. 

 

Рис. 2. Принципиальная схема диады: 1q , 2q  — приложен-

ные внешние силы 
 

Движение механической системы (рис. 1) может 
быть представлено в разных системах координат для 
отражения интересующих аспектов исследования. 

Задача исследования заключается в детализации пред-
ставлений о диаде как некотором структурном образова-
нии, обладающем определенным набором динамических 
свойств, и разработке подходов к построению математи-
ческих моделей, отражающих возможные особенности 
взаимодействия в структурах механических колебатель-
ных систем с несколькими степенями свободы. 

Построение математических моделей. 
II.1. Абсолютная координатная система. Обобщен-

ные координаты y1, y2. В качестве обобщенных коор-

динат выбираются величины 1y  и 2y , которые обозна-

чают в неподвижном базисе смещение массоинерцион-
ных элементов относительно некоторого положения 
статического равновесия 1O . При составлении диффе-
ренциальных уравнений Лагранжа 2-го рода для кине-
тической ),( 21 yyΤ  и потенциальной энергии ),( 21 yyΠ  
используются выражения: 
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Соответствующие дифференциальные уравнения 

движения диады в абсолютной системе координат 1y  и 

2y  принимают вид:  
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Начальные условия в момент времени 0=t  на 
смещения и скорости представлены соответственно 
системой: 
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Аналитическое решение системы дифференциаль-
ных уравнений (3), (4) с учетом начальных данных (5) 
может быть представлено: 
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где 
21

21

mm

mm
M

+
=Π  — приведенная масса; 

Π=ω Mk22  — вторая собственная частота системы 

(первая собственная частота обозначается как 1ω ). 

Движения каждой массы в выбранной системе ко-

ординат 1y  и 2y  образуются в виде суммы поступа-

тельного и гармонического колебаний (включая собст-
венные гармоники) и определяются начальными усло-
виями, амплитудой и частотой внешнего возмущения. 
Движение под действием начальных условий. По-

лагается, что силовые возмущения равны нулю ( 01 =Q , 

02 =Q ), а движение определяется начальными смеще-

ниями и скоростями. Решения (6), (7) принимают вид: 
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Движение центра масс (которое может быть рассмотре-
но как вырожденная форма гармонического колебания с 
частотой 01 =ω ) в данном варианте имеет прямоли-

нейную форму. Движение массоинерционных элемен-
тов 1m  и 2m  относительно центра масс имеет форму 

гармонического колебания с частотой 2ω  и амплитуда-

ми 01A  и 02A  соответственно: 
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Следует обратить внимание, что скорость центра 
масс диады равна нулю, если для начальных скоростей 
выполняется соотношение: 

0)0()0( 2211 =+ ymym && .  (12) 

Таким образом, движение диады при отсутствии 
внешнего возбуждения определяется энергией, введен-
ной в систему в начальный момент времени. 
Движение под действием приложенной силы. 

Полагается, что начальные условия нулевые ( 0=ijy ), 

и к массе 1m  приложена гармоническая сила с ампли-

тудой 01 ≠Q  ( 02 =Q ). Тогда решения (6), (7) принима-

ют вид: 
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Движение центра масс )(1 tv  в данном случае скла-

дывается из прямолинейной и гармонической форм и 
имеет вид: 
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Гармоническая форма колебаний имеет частоту 
внешнего возмущения ω , амплитуда определяется со-
отношением:  
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Если частота приложенной силы 1Q
r

 близка к собст-

венной частоте 2ω , то наблюдается эффект биений по 

каждой координате. В частности, по координате 1y  

эффект биения создает компонента: 
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По координате 2y  эффект биения создает компо-

нента:  
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где 1Q  — амплитуда внешней гармонической силы 

)(1 tq . 

II.2 Абсолютная координатная система. Обобщенные 
координаты v1, v2. Детализация представлений о движе-
нии диады существенным образом определяется формами 
движения центра масс и относительным колебанием мас-
соинерционных элементов. Для исследования диады вы-
бирается новая система координат, в которой 2O  — не-

подвижное положение равновесия системы; 1v  — смеще-

ние центра масс; 2v  — разница смещений положений 

массоинерционных элементов диады. 
Кинетическая ),( 21 vvΤ  и потенциальная энергии 

),( 21 vvΠ  принимают следующие выражения: 
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Уравнения Лагранжа 2-го рода в обобщенных коор-

динатах 1v , 2v  и силах )sin(11 tFf ω=  и 

)sin(22 tFf ω=  принимают вид:  
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Для системы (21), (22) начальные условия опреде-
ляются значениями: 
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В разных системах координат дифференциальные 
уравнения (6), (7) и (21), (22) связаны между собой по-
средством замены переменных 1y , 2y  и 1v , 2v : 
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Взаимосвязь (24) обобщенных координат устанав-
ливает начальные условия в координатной системе 1v ,

2v . Начальные условия на смещения в координатах 1v ,

2v  могут быть выражены с учетом (24) в виде: 
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Соответствующие начальные скорости в системе 
координат 1v , 2v  могут быть найдены из соотношений: 
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Обобщенные силы )sin(11 tFf ω= , )sin(22 tFf ω=  и 

)sin(11 tQq ω= , )sin(22 tQq ω=  в системах координат 1v , 2v  

и 1y , 2y  связаны между собой соотношениями: 
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Решение системы дифференциальных уравнений в 
системе координат 1v , 2v  может быть выражено на ос-
нове решений (6), (7) с учетом зависимости обобщен-
ных сил (27) и начальных условий (25), (26) в виде: 
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(28) 

 
 
 
 

(29) 

где 
21

21

mm

mm
M

+
=Π  — приведенная масса; 

Π=ω Mk22 , что совпадает с выражениями, ранее 

полученными в (6), (7). 
Решения (28), (29) представляют собой: по первой 

координате )(1 tv  — смещение центра масс, образован-

ное суммой равномерного прямолинейного движения и 
гармонического колебания, по второй координате )(2 tv  

— разницу относительных смещений массоинерцион-
ных элементов в форме гармонических колебаний. По-
лученное решение показывает, что центр масс системы 
двигается не линейно, а содержит гармоническую ком-
поненту. 

Интерес представляют величины смещения 1u , 2u  

каждого массоинерционного элемента 1y , 2y  относи-

тельно положения центра масс 1v  с учетом соотношений: 
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На основе системы (30) величины относительного 

смещения 1u , 2u  определяются соотношениями: 
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Введение подвижной системы координат, в которой 
указывается смещение массоинерционного элемента 
относительно равномерно движущегося начала коор-
динат, на основе информации о линейной составляю-
щей решения системы дифференциальных уравнений 
создает основу для отображения динамических свойств 
относительного движения диады как механической 
колебательной системы с одной степенью свободы.  

Относительная координатная система. Центр 
масс системы колеблется относительно «опорной точ-
ки» )(0 tx  согласно выражениям (28) – (31), что можно 

обозначить:  

)()(01 ttxv ψ+= ,  (32) 

где 10112110 )))((()( vtvmmFtx +++ω=  — координата 

«опорной точки»; ))(()sin()( 2
211 ω+ω−=ψ mmtFt  — 

«поправка» на смещение для центра масс относительно 
равномерного движения )(0 tx . 

Колебание массоинерционных элементов относи-
тельно равномерно движущейся «опорной точки» )(0 tx  

имеет вид:  
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Аналитические формы относительного движения 
массоинерционных элементов можно представить: 
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Режимы движения диады. Характеристики. Рас-
сматриваются режимы движений диады в зависимости 
от различных параметров силовых и начальных воздей-
ствий. Сочетания параметров, характеризующих диаду 
как некоторое структурное образование в составе меха-

нической колебательной системы, включая приложен-
ные силы и начальные условия, определяет разнообра-
зие динамических эффектов. 

1. Система координат y1 , y2. Вынужденные гармо-
нические составляющие ][ fy , сформированные под 

воздействием внешнего возбуждения, имеют вид: 
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где верхний индекс [f] обозначает «вынужденную» 
компоненту (слагаемое, представляющее гармониче-
ское колебание, с частотой вынужденной силы). 

Форма собственных колебаний ][ ey , соответствую-

щая частоте 2ω , определяется выражением: 
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где верхний индекс [e] обозначает «собственную» ком-
поненту (слагаемое, представляющее гармоническое 
колебание с частотой собственных колебаний). 

2. Система координат v1 , v2. Линейные компонен-
ты движения могут быть представлены в виде: 









=

++
+ω

=

,0)(

,)
)(

()(

2
][

1011
21

1
1

][

tv

vtv
mm

F
tv

l

l

 (40) 

где индекс [l] означает линейную компоненту. 
Компонента собственных колебаний, соответствую-

щая частоте 2ω , может быть представлена в виде: 
















ω
ω+ω+

+
ω
ω

ω−ω
ω=

=

Π

.
)sin(

)cos(

)sin(

)(
)(

,0)(

2

2
21220

2

2
2
2

2
2

2
][

1
][

t
vtv

t

M

F
tv

tv

e

e

 (41) 

Компонента вынужденных колебаний ][ fv , соответ-
ственно, запишется: 
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Отметим, что амплитуда колебания центра масс мо-
нотонно убывает по мере увеличения частоты внешнего 
возмущения ω . 

3. Относительная система координат х1 , х2. Закон 
движения )(0 tx  «опорной точки» системы определяет-
ся начальными условиями, модулем и частотой внеш-
него возмущения: 
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При этом «вынужденная» компонента ][ fx  опреде-
ляется зависимостями: 
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Движение в «вынужденных» координатах )(1
][ tx f , 

)(2
][ tx f  при учете приложенных к массам 1m  и 2m  

гармонических сил с амплитудами 1Q  и 2Q  имеет вид:  
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В случае приложения только силы 01 ≠Q ( 02 =Q ) ко-

эффициент формы )()( )1(
1

)1(
2 txtx  (далее верхний индекс 

(1) или (2) обозначает закон движения, соответствующий 
силовому возмущению, приложенному к 1m  и 2m . Ин-
декс [f] опускается, так как рассматривается только вы-
нужденная компонента) составляет величину 1α : 
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Соответственно, в случае приложения только силы 

2Q ( 01 =Q ) коэффициент формы )()( )2(
1

)2(
2 txtx  со-

ставляет величину 2α : 
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Для определения частоты внешнего возмущения, 
для которой коэффициенты форм совпадают между 
собой, необходимо относительно ω  разрешить уравне-
ние 21 α=α  для коэффициентов, определяемых выра-
жениями (47), (48) и рассматриваемых как функции 
частоты ω : 

21

2
2

21

2
2

2

2

21

2
2

1

2
21

2
2

mm

mmm

mmm

mm

+
ω

+
ω

+ω−
=

+
ω+ω−

+
ω

. (49) 

Уравнение (49) относительно ω  имеет решение 
01 =ω , 2ω . Графический вариант решения представлен 

на рис. 2.  

 

Рис. 3. Зависимость коэффициентов форм 1α  и 2α  от часто-

ты внешнего возмущения ω : ось абсцисс — частота вынуж-
денных колебаний (рад/с); ось ординат — безразмерный ко-
эффициент формы α  (м/м); точки 1ω , 2ω  — собственные 

частоты колебаний; точки 01ω , 02ω  — частоты динамиче-

ского гашения; кривая (3) — график коэффициента формы 

2α ; кривая (4) — график коэффициента формы 1α ; точка (1) 

— пересечение графиков в точке с частотой собственных 
колебаний 1ω  и значением 1α ; точка (2) — пересечение гра-

фиков в точке с частотой собственных колебаний 2ω  и зна-

чением 2α ; точки 01ω , 02ω  — нули и полюс кривых (3) и (4) 
соответственно 

На рис. 2 проиллюстрированы два графика функ-
циональной зависимости коэффициентов форм 1α  (47) 

и 2α  (48) от частоты внешнего возмущения ω . По оси 
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абсцисс отложены частота вынужденных колебаний, по 
оси ординат — значения безразмерных коэффициентов 
форм 1α  и 2α . В частности, график коэффициента 

формы 2α  изображен монотонно убывающей кривой 

(3) (рис. 2), а график коэффициента формы 1α  с разры-
вом 2-го рода иллюстрируется с помощью кривой (4) 
(рис. 2). Данные графики ((3) и (4), рис. 2) пересекают-
ся в двух точках — (1) и (2) (рис. 2) с абсциссами 1ω , 

2ω  и ординатами 1α , 2α  соответственно. Ноль функ-
ции, отображенной кривой (3) (рис. 2), определяет час-
тоту динамического гашения 01ω . Полюс функции, 
отображенной кривой (4) (рис. 2), определяет частоту 
динамического гашения 02ω . Таким образом, постро-
енные графики функций коэффициентов форм, в зави-
симости от частоты внешнего силового воздействия, 
иллюстрируют основные характеристики диады: часто-
ты динамического гашения, собственные частоты и 
величины коэффициентов форм, соответствующие соб-
ственным частотам. 

4. Свойства коэффициентов форм колебания. При 
заданной частоте внешнего воздействия ω  коэффици-
ент формы колебания, представляющий собой отноше-

ние )()( )1(
1

)1(
2 txtx  и соответствующий приложению 

силы с амплитудой 1Q  к массе 1m , имеет вид: 
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где 2
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mm

m
 — соответствующая частота ди-

намического гашения. 
По фиксированному коэффициенту формы колеба-

ния 1α  можно определить исходную частоту )1(ω  

внешнего силового возмущения 1Q : 

2
01

1

12
)1(

)1( ω
α

−α=ω .  (51) 

Аналогично, при силовом возмущении с амплиту-
дой 2Q , приложенном к массе 2m , коэффициент фор-
мы имеет вид: 
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m
 — соответствующая частота ди-

намического гашения. 
С другой стороны, по фиксированному коэффици-

енту формы колебания частота внешнего возмущения 
определяется выражением: 
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На рис. 3 представлены графики зависимости частот 

форм колебаний )( 1
2

)1( αω , )( 2
2

)2( αω  от параметров 1α , 

2α . По оси абсцисс отложен безразмерный коэффици-
ент формы α , который служит независимой перемен-

ной при подстановке 1α  и 2α  в качестве аргумента в 

функции )( 1
2

)1( αω , )( 2
2

)2( αω , определенные выраже-

ниями (51) и (53). По оси ординат отложены квадраты 
частот )( 1

2
)1( αω , )( 2

2
)2( αω . С учетом условий 

2,1,0)(2
)( =≥αω iii  значимой областью графика слу-

жат квадранты I и II. Кривые (1) и (2) (рис. 3) представ-

ляют собой графики квадратов частот )( 1
2

)1( αω , 

)( 2
2

)2( αω  соответственно, отражающих обратную за-

висимость с учетом показателя степени для функций 
)(1 ωα , )(2 ωα , представленных выражениями (47) и 

(48). Графики (1) и (2) (рис. 3) пересекаются в точках 
(3) и (4) (рис. 3) с абсциссами, равными коэффициен-
там форм 1α , 2α  собственных колебаний, и ордината-
ми, которые равны квадратам собственных частот, со-

ответственно 2
1ω , 2

2ω . В точке пересечения графика 
(2) (рис. 3) с осью ординат находится частота — квад-

рат частоты динамического гашения 2
02ω . Квадрат час-

тоты динамического гашения 2
01ω  равен предельному 

значению функции )(2
)2( αω  при ∞→α . 

 

Рис. 4. Зависимость значений 2ω  от коэффициента формы α : 

1ω , 2ω  — собственные частоты колебаний; 01ω , 02ω  — 

частоты динамического гашения; кривая (1) — график   

функции )( 1
2

)1( αω ; прямая (2) — график функции )(2
)2( αω ; 

точки (3) и (4) — пересечения графиков (1) и (2) 

Приравнивание выражений )(2
)1( αω , )(2

)2( αω  при-

водит к уравнению относительно коэффициента форм 
α  в виде:  

0)( 2
01

2
02

2
01

2
02

2 =ω−αω−ω+ωα .           (54) 

Таким образом, коэффициенты форм α  определя-
ются выражением: 

11 =α , 2
02

2
01

2 ω
ω−=α .  (55)
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Диада: динамические эффекты 
Эффект «зануления» координат при фиксиро-

ванном произвольном силовом возмущении. Часто-
тами «зануления» соответствующих компонент прини-
маются величины 01zω , 02zω :  
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
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
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mm

m

z

z
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 (56) 

Используя полученные выражения для частот «за-
нуления», можно показать, что выполняются условия: 

2
2

2
02

21

22
01

21

1 ω=ω
+

+ω
+ zz QQ

Q

QQ

Q
. (57) 

Приняв отношение амплитуд 1Q , 2Q  приложенных 

сил за 12 QQl = , отметим, что частоты динамического 
гашения, представленные точками плоскости с коорди-
натами ),( 0201 zz ωω , могут быть соотнесены с точками 

эллипса (I квадрант) с полуосями l+ω 12  и l112 +ω
: 

1

)
1

1(
)1( 2

2

2
02

2
2

2
01 =

+ω

ω+
+ω

ω

l

l
zz .  (58) 

Множество точек вида ),( 0201 zz ωω  описывают час-
тоты «зануления» класса диад, для которых сумма пар-
циальных частот равна квадрату собственной частоты 
исходной механической системы 2

2ω  при фиксирован-

ном соотношении приложенных сил l .  
На рис. 4 изображены графики функций частот «за-

нуления» )( 0101 pz ωω , )( 0102 pz ωω  в зависимости от 

частоты динамического гашения p01ω  при фиксиро-

ванных параметрах соотношения амплитуд силового 
возмущения l: 








+ω−ω=ωω

+ω=ωω

,11)(

,1)(

2
01

2
20102

010101

l

l

ppz

ppz
       (59) 

где p01ω  является варьируемой независимой перемен-

ной, подставляемой вместо частоты динамического 

гашения 01ω  в (56) с учетом условия 2
02

2
01

2
2 ω+ω=ω . 

Кривая (3) (рис. 4) иллюстрирует множество частот 
«зануления» для всевозможных диад с частотой собст-
венных колебаний 2ω , для которых амплитуды прило-
женных сил находятся в отношении l = 1. Буквально, 
это означает, что для любой диады с собственной час-
тотой 2ω , в случае равенства приложенных к массам 

1m , 2m  сил, частоты «зануления» находятся на окруж-

ности радиуса 2ω . Кривые (2) и (4) (рис. 4) представ-
ляют собой множество частот «зануления» для отно-
шения амплитуд сил l = 0.5 и l = 2 соответственно. 
Прямые (1) и (6) (рис. 4) представляют собой предель-

ные варианты множеств, характеризующих частоты 
«зануления» диады в случае приложения силы только к 
массе 1m  и только к массе 2m . В частности, особенно-

стью частоты «зануления» 02zω  второй координаты, 
соответствующей варианту приложения силы только в 
массе 1m , является неустойчивость к изменению ам-

плитуды колебания 2Q . Аналогично, если сила с ам-

плитудой 2Q  приложена только к массе 2m , то частота 

«зануления» по первой координате 01zω  неустойчива к 

изменениям амплитуды 1Q . 

 

Рис. 5. Множество точек вида ))(),(( 01020101 pzpz ωωωω , где 

0201, zz ωω  — частоты «зануления» при фиксированном со-

отношении амплитуд l > 0; p01ω — частота динамического 

гашения, независимая переменная. Кривая (1) соответствует 
l = 0.0001; кривая (2): l = 0.5; кривая (3): l = 1; кривая (4):       
l = 2; точка (5) — точка с координатой ),( 22 ωω , где 2ω  — 

собственная частота; кривая (5): l = 10 000 
 

Эффект «зануления» координат при различных 
сочетаниях амплитуд силового возмущения. Частоты 
«зануления» 0201, zz ωω  для вариантов диад, когда пар-

циальные частоты 01ω , 02ω  фиксированы, и сумма их 
квадратов неизменна и равна квадрату собственной 
частоты 2ω , а отношение амплитуд сил 12 QQl =  при-
нимает различные значения, могут быть рассмотрены 
как функции независимой переменной l > 0: 







+ω=ω

+ω=ω

.11)(

,1)(

0202

0101

ll

ll

z

z   (60) 

На основе зависимости (60), фиксируя некоторые 
значения парциальных частот 0201,ωω  с учетом равен-

ства 2
2

2
02

2
01 ω=ω+ω  и непрерывно изменяя отноше-

ние приложенных сил l, точка ))(),(( 0201 ll zz ωω  опишет 
на плоскости кривую, график которой позволяет дета-
лизировать представления об особенностях динамиче-
ских режимов «зануления» координат диады. 

На рис. 5 представлены кривые, характеризующие 
частоты «зануления» в зависимости от приложенных 
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сил, для различных вариантов частоты динамического 
гашения. По оси абсцисс откладывается частота «зану-

ления» первой координаты 01zω , по оси ординат — 

частота «зануления» второй координаты. Кривая (1) 
(рис. 5) представляет собой множество частот «зануле-
ния», соответствующих частоте динамического гаше-
ния 201 ω=ω p  для всевозможных вариантов сил l > 0. 

Кривые (2) и (3) (рис. 5) представляют собой множест-
во частот «зануления», когда 0201 ω=ω p  и 0101 ω=ω p  

соответственно. Кривая (4) (рис. 5) характеризует мно-
жество частот «зануления», соответствующих варианту 

101 ω≈ω p . Все кривые пересекаются в точке (т. 5, 

рис. 5) с координатой ),( 22 ωω . 

 
Рис. 6. Множество точек вида ( )(),( 0201 ll zz ωω ) частот    

«зануления» при фиксированных частотах динамического 

гашения p01ω : кривая (1) — кривая, соответствующая значе-

нию частоты 201 ω=ω p ; кривая (2) — 0201 ω=ω p ; кривая 

(3) — 0101 ω=ω p ; кривая (4) — 01.001 =ω p  )( 101 ω≈ω p ; 

точка (5)  — точка с координатой ),( 22 ωω  

К особенностям динамических характеристик диад 
следует отнести тот факт, что, в случае близости часто-
ты динамического гашения по первой координате к 
собственным частотам, частоты «зануления» приобре-
тают «дискретно-непрерывный» характер в том смыс-
ле, что на определенном интервале коэффициента l од-
на частота «зануления» «стабилизируется» в окрестно-
сти собственной частоты, а вторая — непрерывно из-
меняется. По мере перехода коэффициента l через оп-
ределенное пороговое значение частоты «зануления» 
как бы меняются местами: та частота, которая непре-
рывно менялась, стабилизируется, а вторая частота — 
непрерывно меняется. 

Биения. Рассмотрим компоненту решения (29), ко-
торая формирует биение при нулевых начальных усло-
виях и 01 =F , 02 ≠F : 
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. (61) 

Процесс периодических биений может быть интер-
претирован как колебательный процесс с частотой )(bω , 

периодом )(bT  и максимальной амплитудой колебания )(bA  

ω−ω=ω 2)(b ,  (62) 
ω−ω

π=
2

)(
2

bT , (63) 

22

2
)( )( ωω−ω

=
ΠM

F
A b .  (64) 

На рис. 6 представлен характерный процесс биения, 
соответствующий компоненте )(2

)( tv b . По оси абсцисс 

отложено время, по оси ординат — координата )(2
)( tv b . 

 

Рис. 7. Биение в относительной системе координат 21,vv : 

кривая (1) — график функции )(2
)( tv b ; прямая (2) — указы-

вает величину максимальной амплитуды биения 

В общем случае, приложение внешних сил и учет 
начальных условий формируют сложное движение 
диады. На рис. 7 приведен пример движения диады при 
действии силового возмущения. 

 

Рис. 8. Эффект биения в системе координат 21, yy  под дей-

ствием сил с амплитудами 01 ≠Q , 02 ≠Q  и нулевыми на-
чальными условиями: кривая (1) — график движения центра 
масс диады; кривые (2) и (3) — графики координат 2y , 1y  
соответственно
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Таким образом, движения диады имеют признаки 
колебательных процессов, реализующихся в маятнико-
вых системах, для которых характерны эффекты дина-
мического гашения, биения и перераспределения энер-
гии [21]. 

Диада: подходы на основе методов структурного 
математического моделирования. 

1. Структурная математическая модель. Струк-
турная математическая модель может быть получена на 
основе преобразования Лапласа (при нулевых началь-
ных условиях). В частности, (3) и (4) преобразуются к 
виду: 







=++−

=−+

,0)(

,)(

22
2

212

12212
2

1

ykpmyk

qykykpm
 

(65) 
 

(66) 

где ω= jp — комплексная переменная 1−=j . Зна-
чок <–> над переменной означает преобразование по 
Лапласу [2, 10, 15]. 

На основе (65) и (66) может быть построена струк-
турная схема эквивалентной в динамическом отноше-
нии системы автоматического управления (или струк-
турная математическая модель системы), что приводит-
ся на рис. 8. 

 

 

 
Рис. 9. Структурная схема диады (по рис. 1) в координатах 

1y , 2y : a — схема общего вида; б — структурная схема с 

исключением координаты 2y ; в — структурная схема с вы-

делением объекта 1m  и приведенной пружиной (приведение 

структурной модели к системе с одной степенью свободы) 
 

Структурные преобразования (рис. 8) отражают ди-
намические свойства диады. В частности, для оценки 
свойств диады можно ввести передаточные функции по 
координатам 1y , 2y  при силовом возмущении: 
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Собственные частоты 1ω , 2ω  определяются из ха-
рактеристического уравнения системы и равны соот-
ветственно: 

01 =ω , 
Π

=ω
M

k1
2 .  (69) 

На частоте внешнего воздействия 
2

2
2 m

k
n =  реали-

зуется режим динамического гашения по первой коор-

динате 1y . Передаточная функция межпарциальных 
связей имеет вид: 

2
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2

1

2
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kpm

k

y

y
W

+
== .  (70) 

Система (рис. 9) в координатах 1y , 2y  состоит из 
двух парциальных блоков с парциальными частотами: 

1

2
1 m

k
n = ,    (71) 

2

2
2 m

k
n = . (72) 

Парциальные блоки системы имеют упругую связь, 
реализуемую звеном с передаточной функцией 

2)( kpW = . 
2. Передаточные функции. Передаточные функции 

определяются из структурных схем на рис. 8 и имеют 
вид:  
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где 2
22

2
12

2
2 ))(()( kkpmkpmA −++=ω .  

С учетом передаточных функций (67), (68), (70) мо-
гут быть построены амплитудно-частотные характери-

стики )(
1

1 ω
q

y
, )(

1

2 ω
q

y
, )(

1

2 ω
y

y
. 

На рис. 9 представлен график амплитудно-частот-

ной характеристики )(
1

1 ω
q

y
. По оси абсцисс отложена 

частота внешней возмущающей силы ω , по ординате 
— отношение амплитуды колебания координаты 1y  к 

амплитуде приложенной силы. Точка 0=ω  является 
полюсом амплитудно-частотной характеристики 

)(
1

1 ω
q

y
, при котором колебание координаты и прило-

женной силы происходит в противофазе, на интервале 
),0( 01ω . Отметим, что в (т. 1, рис. 9) 01ω=ω , являю-

щейся нулем амплитудно-частотной характеристики, 
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система при силе 1q , приложенной к массе 1m , имеет 

режим динамического гашения колебаний. На интерва-
ле ),( 201 ωω  происходит «синхронизация» фаз колеба-

ния координаты 1y  и приложенной силы 1q . Точка (т. 2, 

рис. 9) 2ω=ω , в которой график амплитудно-
частотной характеристики терпит разрыв 2-го рода, 
определяет резонанс. После резонанса на интервале 

),( 2 ∞ω  колебания координаты и приложенной силы 
происходят в противофазе. 

 

Рис. 10. Амплитудно-частотная характеристика )(
1

1 ω
q

y
: 

точка (1) — частота динамического гашения первой коорди-
наты; точка (2) — собственная частота; кривая (3) — график 
амплитудно-частотной характеристики с двумя полюсами в 
точках собственных частот и одним нулем — в точке дина-
мического гашения 
 

На рис. 10 представлен график амплитудно-частот-

ной характеристики )(
1

2 ω
q

y
. По оси абсцисс отложена 

частота ω  внешнего силового возмущения. В точках 
0=ω  и 2ω=ω  функция терпит разрыв 2-го рода. В 

точке (2) на рис. 10 в системе реализуется режим резо-

нанса. На интервале ),( 21 ωω  колебания амплитуды 2y  
и амплитуды вынужденной силы находятся в противо-
фазе. После перехода через резонанс 2ω=ω  (т. 2, 
рис. 10) происходит «синхронизация» фаз колебания 

координаты 2y  и колебания вынуждающей силы 1q . 
График (1, рис. 10) не имеет нулей, и в системе 
отсутствуют режимы динамического гашения. 

Изменение знака амплитудно-частотной характери-
стики при переходе через точку (2) показывает измене-

ние режима относительного колебания координаты 2y  

и приложенной к массе 1m  силы 1q , в частности, про-
исходит смена режима колебания в противофазе на ре-
жим синфазного колебания. 

На рис. 11 приведена частотная характеристика 
межпарциальных связей, которая дает представление о 
формах связности движения. 

 

 
 

Рис. 11. Амплитудно-частотная характеристика )(
1

2 ω
q

y
:  

кривая (1) представляет собой график амплитудно-частотной 
характеристики; точка (2) — собственная частота, в которой 
разрыв 2-го рода амплитудно-частотной функции отражает 
эффект резонанса 
 

 

Рис. 12. Амплитудно-частотная характеристика )(
1

2 ω
y

y
: 

кривая (1) — график межпарциальной частотной функции с 
разрывом 2-го рода в точке (2); точка (2) — частота динами-

ческого гашения координаты 1y ; интервал ),( 011 ωω  соот-

ветствует первой форме синфазного колебания, интервал 
),( 01 ∞ω  — второй форме колебания в противофазе 

 

В частности, в первом диапазоне частот от 0=ω  до 
точки (2) на рис. 11, представляющем интервал 

),( 011 ωω , движение координат 1y , 2y  происходит 
синфазно (частотная характеристика положительна). 
После прохождения частоты динамического гашения 

по координате 1y , являющейся для парциальной час-
тотной функции точкой разрыва 2-го рода, движение по 

координатам 1y , 2y  происходит в противофазе (час-

тотная функция отрицательна на интервале ),( 01 ∞ω ). 
Более подробные сведения об использовании переда-
точных функций межпарциальных связей можно найти 
в работах [22, 23]. 
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3. Частотно-энергетическая функция. Рассматри-

вается система координат 1y  и 2y . Кинетическая и по-

тенциальная энергии определяются соответственно: 

2
22

2
11 2

1

2

1
ymym && +=Τ , (76)    2

122 )(
2

1
yyk −=Π .  (77) 

Полагается, что система совершает собственные ко-
лебания tAy ω= sin22 , tAy ω= sin11 . Отношение ам-

плитуд составляет 12 AA=α . Можно показать, что 
максимум кинетической и потенциальной энергии сов-
падают: 

maxmax Π=Τ .        (78) 

Таким образом, частотно-энергетическая функция 
принимает вид: 

2
2

1

2
22 )1(

mm

k

α+
−α=ω .                      (79) 

Найдем первую производную функции (79): 

2
2

2
1

212
2

)(

))(1(2)(

mm

mmk

α+
α+−α=

α∂
ω∂

        (80) 

и найдем две экстремальных точки: 

11 =α , 
2

1
2

m

m−=α .  (81) 

Отметим, что для диады выполняются условия: 

0)( 1
2 =αω , 

21

21
22

2 )(
mm

mm
k

+
=αω , 

1

22 )0(
m

k
=ω , 

2

22 )(lim
m

k
=αω

∞→α
 ,

2
2

1

2
22 )1(

mm

k

α+
−α=ω . (82) 

На рис. 12 приведен график частотной энергетиче-
ской функции. По оси абсцисс отложен коэффициент 

∞→α . График в системе координат 1y , 2y  имеет ха-
рактерную форму, определяющую возможности прояв-
ления экстремальных свойств на двух частотах, в дан-
ном случае, )( 1

2 αω , )( 2
2 αω . График частотно-

энергетической функции (1, рис. 12) при ∞→α  обла-
дает асимптотой (2, рис. 12), ордината которой равна 
частоте динамического гашения 01ω . Пересечение гра-
фика энергетической функции оси ординат определяет 
вторую частоту динамического гашения 02ω  со значе-
нием, представленным прямой (3, рис. 12). Максимум и 
минимум энергетической функции определяют собст-
венные частоты. 

При переходе к системе координат 1v , 2v  меняются 
вид частотной энергетической функции и ее график. 

Рассматривается система координат 1v  и 2v . Кине-
тическая и потенциальная энергии равны соответст-
венно: 

2
2

21

212
121 2

1
)(

2

1
v

mm

mm
vmm &&

+
++=Τ , (83) 2

222

1
vk=Π . (84) 

 

Рис. 13. Энергетическая функция в системе координат 21,yy
: кривая (1) — график частотно-энергетической функции; 
прямая (2) — асимптота частотно-энергетической функции 

при ∞→α , равная частоте динамического гашения 01ω ; 

прямая (3) пересекает частотно-энергетическую функцию в 

значении частоты динамического значения 02ω ; прямая (4) 

пересекает график частотно-энергетической функции в точке 
максимума 
 

Полагается, что система совершает собственные ко-
лебания tBv ω= sin22 , tBv ω= sin11 . Отношение ам-

плитуд составляет 12 BB=β . Из соотношения 

maxmax Π=Τ , представленного в переменных β , 1B  
получается соотношение: 

2
1

2
2

2
1

22

21

212
1

2
21 2

1

2

1
)(

2

1
BkB

mm

mm
Bmm β=βω

+
+ω+ .  (85) 

Полученное выражение может быть преобразовано 
к виду: 

22
2

22
0

111

ω
=

ω
+

βω
,   (86) 

где 
21

22
0 mm

k

+
=ω . 

Таким образом, частотно-энергетическая функция 
имеет вид: 

2
2

2
0

2

2
2

2
0

2
2

ω+ωβ
ωωβ

=ω .  (87) 

Возьмем первую производную:  

22
2

2
0

2

2
0

4
2

2

)(

2)(

ω+ωβ
ωβω

=
β∂

ω∂
.  (88) 

Функция )(2 βω  монотонно возрастает на положи-

тельной полуоси 0≥β . Если коэффициент формы 

01 =β , то функция 2ω  достигает локального минимума, 

равного нулю. Если коэффициент формы стремится к 

бесконечности ∞→β , то функция 2
2

2 ω→ω . Частоты 
динамического гашения совпадают с собственными 
частотами. Локальные максимум и минимум вырожда-
ются в асимптотические значения [24]. 
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Заключение 
1. Диада, если рассматриваются плоские механи-

ческие колебательные системы с несколькими степеня-
ми свободы, представляет собой достаточно автоном-
ное структурное образование, которое обладает харак-
терными динамическими свойствами. Это проявляется 
в особенностях частотных характеристик, наличии оп-
ределенных соотношений между координатами систе-
мы в формах свободных и вынужденных движений. 
Свойства диад сохраняются при переходе к другим сис-
темам координат, однако при этом необходимо соблю-
дение определенных условий. 

2. Авторами развита и детализирована технология 
построения математических моделей диад в разных 
системах координат с выявлением особенностей дина-
мических взаимодействий. Отмечено, что диады при 
ненулевых условиях могут аккумулировать механи-
ческую энергию, что представляет интерес для разви-
тия подходов, связанных с оценкой возможностей пе-
редачи энергии в цепных структурах. 

3. При действии внешних гармонических возмуще-
ний в диаде реализуются характерные для колебатель-
ных систем динамические режимы взаимодействия 
массоинерционных элементов. 

4. Отмечено, что показатели форм колебаний, про-
являющиеся в свободных движениях и определяемые 
соответствующими коэффициентами форм движения, 
связаны общими зависимостями, которые проявляются 
между частотами собственных колебаний. Авторами 
разработан метод определения коэффициентов форм и 
частот собственных колебаний на основе использова-
ния частотных характеристик межпарциальных связей. 
Показано, что при последовательном возбуждении дви-
жения массоинерционных элементов диады через при-
ложения гармонических сил последовательно к обеим 
массам можно однозначно определить частоты собст-
венных колебаний, коэффициенты форм и обратно. 

5. Внешние гармонические возмущения в диаде 
возбуждают движение по определенным собственным 
формам, характерным для собственных колебаний. При 
этом параметры таких движений определяются значе-
ниями массоинерционных и упругих характеристик 
элементов системы. 
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