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Статья посвящена определению дополнительных характеристик диаграмм инструментального вдавливания сферой. По-
казано, что мощным инструментом при исследовании свойств материалов является использование основного уравнения ин-
дентирования. В настоящей работе оно использовалось для аналитического построения диаграммы кинетического инденти-
рования, определения радиусов восстановленных и невосстановленных отпечатков, определении относительного внедрения 
индентора, соответствующему равномерной деформации. Указано, что при  аналитическом построении диаграммы кинети-
ческого индентирования отсутствует необходимость учитывать упругую податливость звеньев экспериментального обору-
дования. Относительное внедрение индентора , соответствующему равномерной деформации, определено для восьми мате-
риалов. Со средней погрешностью 8,74 % подтверждена зависимость его значения от  экспонента   ветви нагружения. До-
стоверность полученных аналитических выражений для описания ветви нагружения диаграммы кинетического индентирова-
ния подтверждена результатами конечно-элементного моделирования  
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The article is devoted to the definition of additional characteristics of diagrams of instrumental indentation by a sphere. It is shown 
that a powerful tool in the study of the properties of materials is the use of the basic indentation equation. In this paper, it was used for 
analytical construction of a kinetic indentation diagram, determination of the radii of restored and non-restored prints, determination of 
the relative insertion of the indenter corresponding to uniform deformation. It is indicated that in the analytical construction of the ki-
netic indentation diagram, there is no need to take into account the elastic compliance of the links of experimental equipment. The rela-
tive embedding of the indenter corresponding to uniform deformation is determined for eight materials. With an average error of 8.74 
%, the equality of its value to the value , where is the exponent of the loading branch, is confirmed. The reliability of the obtained ana-
lytical expressions for describing the loading branch of the kinetic indentation diagram is confirmed by the results of finite element 
modeling  
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Введение. Детали и механизмы технологического 

оборудования эксплуатируются под воздействием раз-
личных механических нагрузок и температурных воз-
действий. В результате конструкционные материалы 
повреждаются из-за их пластической деформации и 
последующего зарождения и распространения трещин. 
Это приводит к изменению физико-механических 
свойств материалов. Обнаружение повреждений и из-
менения физико-механических свойств материалов на 
начальном этапе и в процессе технического обслужи-
вания имеет решающее значение для обеспечения без-

опасности и долговечности элементов конструкций и 
оборудования в целом. 

Многообещающим инструментом для диагностики 
и контроля механических параметров материалов стало 
инструментальное индентирование. В последнее время 
появилось множество работ, связанных с различными 
подходами  к определению механических свойств ма-
териалов и методами реализации разработанных  на их 
основе методик. К ним можно отнести аналитические 
методы [1; 2], методы, связанные с процедурами иден-
тификации [2–5], с энергетическим подходом [6–8], с 

mailto:kushvs@yandex.ru
https://orcid.org/0000-0003-3931-2215
mailto:kushvs@yandex.ru
https://orcid.org/0000-0003-3931-2215


Системы Методы Технологии. П.М. Огар и др. Определение некоторых … 2023 № 2 (58) с. 62-68 

 

63 

построением и обучением нейронных сетей [9; 10], ме-
тоды, связанные с определением накопления повре-
ждений в материале и относительным сужением образ-
ца при одноосном нагружении [11–14].  

Более простой подход, связанный с преобразовани-
ем кинетической диаграммы вдавливания сферическо-
го индентора в диаграмму растяжения в области рав-
номерной деформации, предложен авторами [15]. Суть 
состоит в двух стадиях преобразования: 1) вначале 
диаграмма вдавливания «нагрузка – перемещение» 
преобразуется в диаграмму «невосстановленная твер-
дость – относительная глубина невосстановленного 
отпечатка»; 2) затем эта диаграмма преобразуется в 
диаграмму растяжения «напряжение – деформация». 
При этом авторами [15] получено выражение, позво-
ляющее рассчитать истинные деформации по относи-
тельной глубине невосстановленного отпечатка и экс-
поненте ветви нагружения диаграммы кинетического 
индентирования. 

К работе [15] авторов настоящей статьи привлек 
внимание тот факт, что параметры индентирования 
связаны с экспонентой  уравнения ветви нагружения 

диаграммы P h− , которое имеет вид: 

m mP P h h− = ,  (1) 

где 
mP  и 

mh  — максимальное усилие и максимальная 

величина внедрения. Ранее нами в [16; 17] экспонента 
 использовалась для определения распределения дав-

ления ( )p r  на площадке контакта радиусом a : 

( ) 2 2( 1) (1 )mp r p r a =  + − ,  (2) 

где 1 =  − ,  0,0.5 ;
mp  — среднее давление 

(здесь и ранее авторами принято обозначать дробные 
параметры греческими буквами, за исключением дроб-
ных параметров латинскими буквами: m — индекса 
Майера; n — экспоненты упрочнения в уравнениях Хол-
ломона или Людвика). 

По утвержденю авторов [15], «…анализ экспери-
ментальных данных показал, что для испытанных ма-

териалов ( )u uh h R=  зависит от параметра деформа-

ционного упрочнения материала  , а их связь имеет 

вид»: 

( ) 1u uh h R= =  −  .      (3) 

Здесь 
uh  — относительное внедрение индентора, 

при котором невосстановленная твердость по Бринел-

лю 
tHB  достигает своего максимума ( )t uHB . Анало-

гичный уравнению (3) вид предложен для условной 
равномерной деформации: 

1u =  − .    (4) 

Из-за неубедительности доказательств выражений (3) 
и (4) могут возникнуть вопросы: по каким выражениям 

рассчитывались параметры 
uh  и 

u ? Какие эксперимен-

тальные данные использовались? Влияет ли на парамет-

ры 
uh  и 

u  распределение контактного давления? 

В связи с вышеизложенным, целью настоящей ра-
боты является представить наш взгляд на определение 

равномерного относительного внедрения 
uh  и других 

дополнительных характеристик расчетным путем и 
сравнить аналитическое решение для описания внедре-
ния индентора с решением, полученным конечно-
элементным моделированием. 

Методологические аспекты. Во многих случаях 
при определении свойств материалов из диаграмм ки-
нетического индентирования используется конечно-
элементное моделирование (КЭМ), например, в рабо-
тах [1; 2; 18 и др.]. Аналогично, если имеется аналити-
ческая модель, адекватно описывающая процесс внед-
рения и разгрузки сферического индентора, то ее мож-
но использовать при определении физико-механичес-
ких свойств материалов. При этом возникает опреде-
ленное преимущество — отсутствует необходимость 
учитывать упругую податливость испытательного обо-
рудования. Для аналитического восстановления диа-
грамм кинетического индентирования используем дан-
ные табл. 1 с характеристиками испытываемых матери-
алов работы [15]. Схемы диаграмм кинетического ин-
дентирования испытываемых материалов представле-
ны на рис. 2 той же работы. Данные по другим матери-
алам, используемым в настоящей работе, позаимство-
ваны из работ тех же авторов [19, табл. 2; 20, рис. 3; 21, 
табл. 1]. 

Важное значение при кинетическом индентирова-
нии имеет модуль упругости. В работе [18] рекоменду-
ется производить определение модуля упругости мате-
риала при относительно небольшой глубине вдавлива-
ния (на уровне 0,04D), поскольку его величина может 
непрерывно снижаться во время испытаний из-за по-
вреждения материала. Более подробно повреждения 
материала рассмотрены в работах [11–14]. Исследова-
ния по влиянию глубины вдавливания на точность из-
мерений [18] показали, что глубина индентирования 
0,13D является достаточной для получения наилучших 
значений для исследуемых параметров материала. 

Согласно [22], различают модуль упругости образца 

(материала) 
sE , модуль упругости индентора 

iE , при-

веденный модуль упругости 
2 2 1((1 ) (1 ) )r s s i iE E E −= −  + −   и модуль упругости 

при индентировании 
ITE . Следуя данным [23]: 

2

2

1

1 (1 )

s
IT

r i i

E
E E

− 
=

− − 
 ,  (5) 

здесь 
rE  — приведенный модуль упругости в области 

индентирования; 
s , 

i  — коэффициенты Пуассона 

соответствующих материалов; 

2
r

p

S
E

A

 
=  ,   (6) 

где: 

2 2, 2 .p c c c cA a a Rh h=  = −   (7) 

Для 0.15ch R   с погрешность менее 2 % можно 

принять 2c ca Rh= . 
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Уравнение кривой разгрузки согласно рекомен-
дации [24]: 

 
e p

e m
m p

h h
P P

h h


 −

=  
 − 

,     (8) 

где   — экспонента. 

Тогда: 

e m

e m

e m rh h

dP P
S

dh h h
=

 
= =

−
 .  (9) 

Согласно [22, п. 10.2.5]: 

0.75
0.75 ( ) 0.5( )m

c m m m p m p

P
h h h h h h h

S
= − = − − = +


.(10) 

Подставляя уравнения (7), (9), (10) в (6), для приве-
денного модуля упругости в области индентирования 
получим: 

3

4( ) ( )

m
r

m p m p

P
E

h h R h h
=

− +
.  (11) 

Тогда модуль упругости материала в области ин-
дентирования: 

( ) ( )

2

2

1

4 1

3

mIT

m p m p i

i

E
h h R h h

P E

− 
=

− + − 
−

. (12) 

Согласно концептуальной модели процесса кинети-
ческого индентирования сферы, предложенной автора-
ми [17], в процессе нагружения сферы в результате 
сложных процессов упругой и пластической деформа-
ций в контакте индентора с материалом формируется 
распределение давления вида (2), которое определяется 
уравнением (1) кривой нагружения. Для такого случая 
модуль упругости материала при индентировании: 

( ) ( )

2

2

1

1

m

m p m p i

i

E
h h R h h

K P E

− 
=

 − + − 
−

,     (13) 

где ( ) ( ) ( )2 12 1 1, 1K K +
 =  = +   +  + , ( )21,  — 

бета-функция. 
Уравнение (12) получено для «герцевского» рас-

пределения контактного давления, т. е. для 0.5 = , и 

является частным случаем уравнения (13), так как 

/ (0.5) 4 / 3K = . Как будет показано далее, для 

определения значения   необходимо определить экс-

поненту   уравнения (1). 
Основным «кирпичиком» при построении диаграм-

мы кинетического индентирования является параметр 

деформационного упрочнения / ( )m pq P h R=  [15; 19], 

который при выбранном значении 
mP  определяет ли-

нейную зависимость Мартенса ( )pi ih P  (прямая ОА на 

рис. 1). В работах М.С. Дрозда и М.М. Матлина с уче-
никами используется аналог q   — пластическая твер-

дость / (2 )HD q=  . 
 

 
      Рис.1. К построению диаграммы кинетического 

индентирования 

До построения диаграммы необходимо определить 
модуль упругости материала при индентировании, же-
лательно выполнив приведенную выше рекомендацию 
работы [18]. Изначально, в отличие от работы [25], за-

висимость ( )h P предполагалось получить с использо-

ванием 
ca  по уравнению (7), а не приближенно. Одна-

ко после сравнения результатов по определению   

оказалось, что они изменились всего на 0.2 %, Поэтому 
использовать точное решение в этом случае не целесо-
образно и оставляем решение, полученное в [25]. 

Исходным является основное уравнение инденти-
рования: 

( )

i
сi

i pi r

K P
a

h h E


= 

 −
 ,   или 

   
0.5

0.5
( ) ( )p p

r

K P
h h h h

R E


+ − =


.     (14 а, б) 

После дальнейшего преобразования имеем: 

0.5

1.5 0.5
( 1) ( 1)

p p p r

K Ph h

h h h R E


+ − =


. (15) 

Обозначая 
21

p

h
y

h
+ = , представим уравнение (15) 

в виде: 

3

1.5 0.5
2 0

p r

K P
y y

h R E


− − =


.  (16) 

Для нахождения корня ( , )ky P   кубического урав-

нения (16) используем решение Кардано: Тогда 

2( , ) ( ( , ) 1)k

P
h P y P

qR
 =  − .,  (17) 

После первого расчета зависимости ( , )h P  произ-

водим ее аппроксимацию методом наименьших квад-
ратов к виду 

1( )
Co

m

m

c h
P P

h
= ,    (18) 

где 
0с , 

1с =   — коэффициенты аппроксимации, 

обычно 
0 1.002с  , поэтому его можно принять рав-

ным 1. Коэффициент корреляции при этом составляет 
2 0.99998R = . 
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Далее рассчитываем 1 =  − , модуль упругости 

материала при индентировании по уравнению (13) и 

повторяем процедуру расчета ( )h P  и новой аппрокси-

мации и модуля упругости, пока их значения не совпа-
дут. Обычно итерация заканчивается на втором шаге. 

Следует отметить, что расчетные значения ( )h P при 

этом не меняются, так как приведенный модуль остает-

ся постоянным. Значения 1 =  − нужны для сравне-

ния с искомыми параметрами. 
Для построения ветви разгрузки диаграммы исполь-

зуется уравнение (8), в котором  согласно [25] равно 

c

c

h

h

−

−
=
2

23
, (19) 

где Rhh cc = , ch – определяется уравнением (10). 

Определение равномерного относительного 

внедрения. Уравнение (17) для невосстановленной 
твердости по Бринеллю в работе [15] является моно-
тонно возрастающим относительно невосстановленной 
глубины внедрения индентора, поэтому экстремума не 
имеет. 

Многие исследователи рассматривают остаточную 
лунку как сферическую поверхность радиусом: 

 

2 2

2

p s

p

h a
R

h

−
 = ,   (20) 

В относительных величинах ветвь нагружения 
(рис. 1)можно представить как: 

P Ah = ,       (21) 

где 
2

,m

r

P
A P h P

E R

−= = . 

С другой стороны, для прямой Мартенса: 

, , /p e p e rP qh R P q h q q E= = = .   (22) 

Из уравнений (21) и (22) следует: 

p

e

Ah
h

q



=     (23) 

Запишем выражение для невосстановленной твер-
дости по Бринеллю и преобразуем его: 

2

;
2 ( ) 2 ( )

tr
t te

p p r p p

HBE R Ah Ah
HB HB

R h h E R h h

 

= = =
    

 ;  (24 а) 

( )
22 2

2

2

2 ( ) /

p

te

p s p
e s

Ah h A h
HB

h a h Ah q a

 


= = 

 +  +
 .(24 б) 

Дифференцируя  уравнение (24 б) по h  и прирав-

нивая к нулю, получим: 

2 2( / )
1

s eh a q A 
= 

 −
.    (25) 

Учитывая, что 2/ /e m mq A qR h P= , получим выра-

жение для экстремального значения величины относи-
тельного внедрения: 

 

11
2

2

1

u
u m

m

a qR
h h

P

   
=    

 −   
.  (26) 

Расчеты параметра 
uh  показали, что для всех рас-

сматриваемых материалов его значение превышает 
единицу, что не имеет физического смысла. Этот при-
мер мы привели для «любителей» моделировать форму 
восстановленной лунки сферой. 

Так как uh  не может быть экстремальным значени-

ем, решением поставленной задачи считаем то относи-

тельное внедрение h , которое обеспечит относитель-

ный радиус контакта 
s ua a= , который определяется по 

известной формуле Г. О’Нейля: 

( )
0.5

2

1
u

m m
a

m

 −  
=

−
.              (27 

Геометрически соответствующая значению 
ua  от-

носительная высота сферического сегмента равна: 

2

1
au

m
h

m

−
=

−
.     (28) 

Индекс Майера m  определяем по двум точкам: 

( )

( )
2 1

2 1

lg

lg

P P
m

a a
= ,     (29) 

где 
iP  , 

ia  — значения усилий и радиусов восстанов-

ленных отпечатков. 

Аналогично можно рассчитать индекс 
sm : 

( )

( )
2 1

2 1

lg

lg
s

s s

P P
m

a a
= ,   (30) 

где 
sia  — значения радиусов невосстановленных отпе-

чатков. 
Согласно [25], значения радиусов невосстановлен-

ных и восстановленных отпечатков определяются 
уравнениями: 

i
si

r i pi

KP
a

E h h


=

 −
,  (31) 

0.2857i
i

r i pi si

KP
a

E h h a

 
= − 

  − 

.       (32) 

Из основного уравнения индентирования (14 а) сле-
дует: 

,p

s r s r

K P K PP
h h h

a E qR a E

 
− = = +

 
,      (33) 

2 2

s r

K Ph P
h

R qR a E R


= = +


.            (34) 

Величина относительного внедрения по уравнению 
(34) должна согласовываться с уравнением (17), опи-
сывающим ветвь нагружения, поэтому: 

2 2

( , )

s r

K PP h P

qR a E R R

 
+ =


,  (35) 

Тогда для обеспечения 
ua  необходимо определить 

требуемое значение 
uP  из выражения: 

2 2

( , )uu u

u r

K PP h P

qR a E R R

 
+ =


,   (36) 

Это удобно сделать из уравнения ( ) 0uF P =  в среде 

Mathcad с помощью оператора «root»: 
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2 2

( , )
( ) 0

uu u
u

u r

K PP h P
F P

qR a E R R

 
= + − =


.        (37) 

После определения 
uP  значения параметра 

uh  

определяют из уравнения (34) или из (17). 

Расчетные диаграммы кинетического индентирова-

ния представлены на рис. 2, расчетные значения иссле-

дуемых параметров приведены в табл. 1. 

Таблица 1. Исходные параметры рассматриваемых материалов [15, 19] и дополнительно определенные харак-

теристики индентирования 

Материал ,МПаq
 ,ГПаmЕ

 
,НmP  m  

ua  
auh  

uh    ,%uh −



 

МА20 5771 34,220 613 2,1486 0,4920 0,1294 0,1340 0,1541 13,1 

АМг6 7546 74,152 613 2,1507 0,4947 0,1310 0,1315 0,1288 -2,1 

Сталь 45 12262 153,366 1839 2,0941 0,4038 0,0860 0,0899 0,1023 12,1 

25Х2МФА 21021 177,384 1839 2,1734 0,5232 0,1478 0,1525 0,1765 13,6 

ВТ16 26754 106,700 1839 2,2886 0,6307 0,2239 0,2306 0,2586 10,8 

ЭП17 11386 142320 1376 2,0437 0,2863 0,0419 0,0459 0,0511 10,2 

35ХВФЮА 10452 177900 1376 2,1066 0,4282 0,0963 0,1035 0,09857 -0,05 

ЭИ474 30342 172630 1376 2,1517 0,4961 0,1318 0,1434 0,1559 8,0 
 

Таблица 2. Параметры упругопластического тела для расчетов по уравнению (38)  

Материал ,ГПаrЕ
 

По уравнению (39) По уравнению (41) ( , )yA n  
  

n
 y  n

 y  ур. (39) ур. (41) 

МА20 32,95 0,204 0,0398 0,1516 0,0041 1,23 1,21 0,1541 

АМг6 63,04 0,223 0,00222 0,183 0,023 1,209 1,194 0,1288 

Сталь 45 99,04 0,1945 0,00163 0,1652 0,00168 1,193 1,182 0,1023 

25Х2МФА 177,38 0,1146 0,00370 0,0866 0,00375 1,23 1,221 0,1765 

ВТ16 77,82 0,097 0,00756 0,05731 0,00764 1,258 1,259 0,2586 

 
а) 

 

 

б) 

 

 
в) 

 

 

  
Рис. 2. Построенные диаграммы кинетического индентирова-

ния для материалов: МА20 и АМг6 (а), сталь 45 (б). ВТ16 (в) и 

их сравнение с результатами конечно-элементного моделиро-

вания [26] (обозначены точками) 

 

 

Сравнение с результатами конечно-элементного 

моделирования. Для сравнения выбрана конечно-
элементная модель внедрения сферы в упругопласти-
ческое полупространство [26]. Ветвь нагружения опи-
сывается выражениями: 

( )
( )nA

nB
y

y

R

h
e

RE

P
,

,

2*












=

−
,  (38) 

где /y y rE =  , y  — предел пропорциональности, 

n  — экспонента упрочнения. 

Если изначально заданы параметры условной диа-

граммы растяжения 
02  и 

u , то экспоненту упрочне-

ния  следует определять из выражения: 

 
02

02

ln (1 ln( 0,002)) ln 0un n n E
 

− +  + − = 
 

.    (39) 

При известном значении n  предел пропорциональ-

ности равен: 

n
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( )

1

1

02

02 0,002

n

y n

E

E

− 
  =
  + 

,  y yE =  .          (40) 

В случае, когда изначально заданы истинные 

напряжения 
02S  и 

uS , экспоненту упрочнения  

определяют из выражения: 

02lg( / )

lg(0.002 / )

u

u

S S
n =


.       (41) 

Сравнение результатов приведено на рис. 2. 
 

Обсуждение полученных результатов. Опреде-
лимся с термином и назовем относительное внедрение 
индентора, соответствующее равномерной деформа-
ции, «относительным равномерным внедрением». Ос-
новным объектом исследований являлось определение 
соответствия относительного равномерного внедрения 

uh  значению 1 − =  . Определение других характери-

стик носило сопутствующий характер. Из представлен-
ных в табл. 1 результатов следует, что это верно со 
средней погрешностью 8.74 %, — вполне хороший ре-
зультат. Если убрать два лучших результата, то средняя 
погрешность повысится до 11.3 %, причем в положи-
тельную сторону. На взгляд авторов, это может быть 
связано с игнорированием эффекта pile-up, причем со-
знательно. Предвидя ситуацию, авторы готовят на эту 
тему материал для публикации с использованием раз-
работанной нами методики. Второй причиной система-
тической погрешности может быть определение индек-

са Майера по двум точкам, так как выбор точек влияет 
на его величину. 

Как видно на рис. 2, результаты конечно-элемент-
ного моделирования хорошо подтверждают достовер-
ность аналитического построения диаграммы кинети-
ческого индентирования. 

Заключение 
В результате проведенных исследований можно 

констатировать следующее: 
1. Мощным инструментом при исследовании 

свойств материалов является использование основного 
уравнения индентирования. В настоящей работе оно 
использовалось для аналитического построения диа-
граммы кинетического индентирования, определения 
радиусов восстановленных и невосстановленных отпе-
чатков, определения относительного внедрения инден-
тора, соответствующего равномерной деформации. 

2. При использовании предложенного способа 
определения экспоненты ветви нагружения при анали-
тическом построении диаграммы кинетического ин-
дентирования отсутствует необходимость учитывать 
упругую податливость звеньев экспериментального 
оборудования. 

3. Со средней погрешностью 8.74 % подтвержде-
но равенство относительного равномерного внедрения 

индентора uh  значению 1 − =  . 

4. Достоверность аналитического описания ветви 
нагружения диаграммы кинетического индентирования 
подтверждена результатами конечно-элементного мо-
делирования. 
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